1 Paralelni algoritmy
Kritéria slozitosti paralelnich vypoéti, Optimalni algoritmy, Skalovatelné systémy a algammy,
Gustafsoniv zdkon

teorie slozitosti se zabyva asymptotickymi tendemdenkci popisujicich sloZitosti. Zkoumat sloZitios
az na konstanty (skryté).

- Spodni mezje nejmensi moZna dosazitelna slozitost, kterdzengekonat

- Horni mez je slozitost nejlepSiho zndmého algoritmu
Def. necti N* ozna&uje mnoZinu firozenychéisel aR™ oznauje mnoZzinu realnycbisel. nectif,g
jsou 2 funkceN" -> R

- O funkcif(n) fekneme, Ze j€adu nejvySeg(n), f(n) = O(g(n)) iff podil f(n)/g(n) negesahne od jistého
uritéhon urgitou kladnou konstantu t 0 R, [h, ON*,0n > ny(f (n) < cOg(n))

- O funkcif(n) tekneme, Ze j€adu nejmére g(n), f(n) = (g(n)) iff podil f(n)/g(n) neklesne od jistého
uritéhon urgitou kladnou konstantut 0 R, [h, ON*,0n > ny(f (n) = cOg(n))

- O funkcif(n) tekneme, Ze jetejnéhoradu jako g(n), f(n) = &g(n)) iff jsou stejné aZz na
multiplikativni konstantugily ), f(n) = O(g(n)) a f(n) = Q(g(n))

- O funkcif(n) tekneme, Ze jetriktn & nizSihotradu nezg(n), f(n) = o(g(n)) iff podil f(n)/g(n) je od
jistého utitéhon mensi neZ jakakoliv konstantac JR",[h, ON*,00n > no(f (n) <c Dg(n))

- O funkcif(n) tekneme, Ze jetriktn é vy$Sihoradu nezg(n), f(n) = o(g(n)) iff podil f(n)/g(n) je od
jistého utitéhon vétsi nez jakéakoliv konstantat O R", [y ON™,0n = no(f (n) >c Dg(n))

Sekvegni algoritmy

¢asova slozitost sekverini algoritmus = peet instrukci, vypoetnich krok, operaci.

spodni mez- K = problém, SK(n) nejhoréiasova slozitost nejlepsiho mozného. nelze nikgsiy
lépe.

trividlni spodni mez - odvozuje se od velikosti mnoziny vstupnich, ugstich dat.

horni mez (sekvewini sloZitost) - SU(n) - nejhorsitasova sloZitost nejhorsiho znamého sekmémo
algoritmu

optimalni sekvewni algoritmus SL = ST = SU. Pokud by byl znam ogtimh paralelni algoritmus,
pak jeho trividlni sekvemi simulaci bychom doséahli optimalni sek¥ehalgoritmus Proto se pojem
optimalni paralelni algoritmus vztahuje k nejlepdiomdmému sekvénimu algoritmu. T(n,p) © (
SuU(n) / p)

nejlepsi zndmyi kdyZz zatim neoptimélni SL < ST = SU

Paralelni algoritmy

navic dimenze piu procesat.

paralelni ¢as- T(n,p) je¢as ktery uplyne od 2atku paralelniho vyptiu do okamziku kdy posledni
procesor skoti vypatet (meéien pa&tem vypa@etnich krok, komunik&nich kroki = architektura
spodni mezparalelnihatasu je nemensi mozrgs, za ktery rive p procesoru vgSit dany problém
L(n,p) = SL(n) / p.

paralelni cena se nazyva sain procesory xas. C(n,p) = p x T(n,p),

cenow optimalni if C(n,p) = O (SU(n))

paralelni prace - W(n,p) gesrgjSi, odpovida p&u paralel@ provedenych operaci. To = T(n,p)
W(n,p) = pl + p2 + ... pi, kde pi je P&t procesar aktivre pracujicich v kroku i (1..To)

pracovné optimalni - W(n,p) = O (SU (n))

paralelni zrychleni S(n,p) kolikrat je paralelni algoritmus rychlej&Z nejlepsi znymy sekvémi
algoritmus S(n,p) = SU(n) / T (n,p)

paralelni efektivnost E(n,p) pondr sekveini a paralelni opetai slozitosti E(n,p)=SU(n)/C(n,p). jinak
feteno je to zrychleni na 1 procesor.

paralelni rezie- H(n,p) o kolik provede vice operaci nez sekweid(n,p)=C(n,p)-SU(n)

paralelni zrychleni

linearni zrychleni - pokud p@et procesar stoupne k-kratias se zkrati k-krét.

superlinearni zrychleni- ¢as se zkrati vice nez k-krat. igmbeno velkd mnoZzina dat a nevejde se do HF
Rozdl a panuj.
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Skalovatelnost- Brentriv simulasni princip - simulace netize mittadow horsi praci ani cenu.
Uvazujme problém K se vstupnimi daty o velikostkiery IzetreSit v t paralelnich krocich za
piedpokladu, Z je k dispozici neomezeny@oprocesar a komuniké&ni rezii Ize ignorovat. nechmi je
pocet operaci provedenych v paralelnim kroku i. pak W& sum mi. a sté pouzit p = max mi
procesoi, ¢imz dostaneme C(n,p) = pt = mi*t. UvaZzujme p’ psm®vy pditac M s p’<p procesory.
Jestlize Ize u M téZ ignorovat komuniké rezii mezi operacemifpieSeni K na M, Ize tentyZ vypet na
M provést v T'(n,p") paralelnich krocich.

Amdahaliv zakon - pro dané n ma smysl zvySovat pa(nd. Poté dochazi k saturaci, dalSi procesory
nemohou fispét k rychlejSimureSeni, zrychleni stagnuje a efektivnost klesa.

Gustavsoniv zakon - Pro velké instance problénse sekvedni sloZzka nize stat tér relativre
zanedbatelnd. Jestlize vrozgraralelnicast problému roste lineérs p, takovy algoritmus dosahuje
linearniho zrychleni. S(n,p) =fs + p*fp =fs + p(ph) = p + fs(1 - fs) = p(1 - fs + fs/p)

lim p->00 S(n,p) = p*(1-fs) ©(p)

fs, fp relativni podil vrozehsekvegni, paralelnigasti.

PRAM modely a jejich vzjemn& simulace

PRAM vych4zi z RAM (Random Access Machine)
vypoéetni jednotka s programem
komunikuje pes vystupni / vstupni pasku.
neomezeny pet mem {islo neomezengé)
vypoet za&ne Start a kot HALT

instrukce trvaji jednotkovyas

¢asova slozitotst= paset instrukci
prostorova slozitost= used mem
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PRAM
neomezeny pet RAM
mem je tvédena neomezenym pem sdilenych butk Mx, konflikt R-R, W-W explicitré
Pi mé lokalni paryt
Pi miZe gistupovat k Mx v jednotkovérdase
vstup PRAM v M v n bitkach
vystup ot v M
instukce 3 cyklysynchronné
= ¢tiz Mdo lokalu
= prove! vyposet na lokalem (registry)
» zapiS zregstrudo M
vyména dat pouzeips M
P1 aktivni na start, také uk&uje (hierarchie)
paralelni ¢asova sloZitost ¢as vypdtu P1
prostorova = paiet used mem
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Mem konflikt
EREW Exclusive Read Exclusive Write
CREW Concurrent Read Exclusive Write
CRCW Cincurrent Read Concurrent Write
o0 Priority - podle pitazené priority
0 Arbitary (nahodnyu - ukatit zapis niize ndhod# kdokoliv
o Commnon (shodny) - zapiSe se pokud vSichni zapssejilou hodnotu



- zda je v poli x?

EREW PRAM T(n,p) = O(log p + n/p)

a) P1rozeSle x P2, .. Pn binarnim distribuci (log p)
b) Kazdy provede lokalni hledani v n/p

c) paralelni redukci oznami P1 v log p

CREW podob# jako EREW ale krok a) v 1 taktu
COMMON CRCW a) i b) 1 takt = T(n,p) = n/p

PRAM podmodel A jerypocetné silngjSi neZ podmodel B, A>=B. if jakakoliv algo. napsamg PRAM
B pobszi na stejt velkém PRAM A beze zémy a s tymZ paralelnidasem.
Prioritni CRCW >= Nahorny CRCW >= Shodny CRCW >=FR3f >= EREW

Simulace velkého PRAM na malém PRAMp‘'<p UvaZujme algoritmus A, kteryehi na p-
procesorovém PRAM v t krocich. Pak Ize A simulovet p’-procesorovém PRAmM vt = O (tp / p’)
krocich. za fedpokladu, Ze velikost sdilené pinje stejna.

Simulace silrgjSiho PRAM na slabSim
UvaZujme Prioritni CRCW PRAM Jeden krok p-procesétw Prioritniho PRAmM s m mem (sdilenau Ize
simulovat na p-procesorech EREW PRAM s mp mem \pl&gocich.
a) 1 proc. Prioritniho simuluje 1 EREW
b) kazd& biika mem v prioritnim je simulovana polem p bkisdilené mem na EREW. Prazdné a
organizovany jako uzly binarniho stromu.
WRITE
1) vSechny biiky maji pfiznak prazdny = 0
2) if Pk chce zapisovat do Mi, nastawiznak na aktivni.
3) kazdy levy nastaviifznak do rodiovské buky stormu.
4) kazdy pravy zkotroluje rodovskou butku, if prdzdna nastavi své ID, jinakdreny
5) oakujlog p krét
6) procesor v kienu vyhral
READ
1) paralel’ provedou stejné pchody, aby ufily vitéze skupin. Ti, 1<=i<=m.
2) vitézové prectou hodnoty z bukk
3) béhem zgtného péichodu stromem Ti si procesory, které prohrali kajpinattenou hodnotu a
nastavuji piznak na prazdna = 0.

Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7 P1 P2 P3 P4 P5 P6 p; Pl P2 P3 P4 P5 P6 P7

M[i]=5 M[i]=5 M[i]=5

a) p v Prioritnin CRCW je simulovan p v EREW

b) kazdd M v CRCW je simulovana M v EREW

¢) EREW pouZiva pomocné pole A s pikami

d) Chce li Pk pistup do Mi zapiSe dvojici (i,k) do kky Ak

e) vSech p simulujicich procesoparaleli setidi A v lexikografickém peadi (log p)

f) kazdy Pk nastaviifznak s=0 if je li poZadavek na mem = 0, nebo ghtidnd mem
s predchozi bitkou Ak-1, jinak s=1

WRITE

g) kazdy Pj pecte trojici (i,k,s) ze své Aj a zapiSe ji na spravnisto Ak

h) kazdy Pk si pecte trojici (i,k,s) ze své hiky a pokud s=1 vyhrdl

READ

g) kazdy Pk pecte trojici (i,k,s) ze své Ak

h) pokud s=1 poZadavek ggeni vyEzny, a Pk pecte hodnotu

i)  binarnim kopirovanim se zkopiruje dal

j) pak Pj gecte svoji Aj prehodi ji na spravné misto k procesoru Pk digkbudj (i k,s)

k) kazdy si pecte svoji hodnotu

P1 M2, P2 M4, P3 M2, P4 M1, P5 M4, P6 M2, P7 nic



[ (pametova bunka, procesor, prirazeno) |

(2,1,x) (4,2,x) (3,2,x) (1,4,x) (4,5,x) (2,6,) (0,7,x)
(0,7,x) (1,4,x) (2,1,x) (2,3,x) (2,6,x) (4,2,x) (4,5,x)
(0,7,0) (1,4,1) (2,1,1) (2,3,0) (2,6,0) (4,2,1) (4,5,0)

WRITE
EED @20 (23,0 [@ADT 450 | (260 [ (0,7.0)

READ
(0.7,0)

@Zm) T @Tmy] (2.3.0) | (26,0

@2m) ] (4,50 |

0,700 [ 1,4m) [ 21m) F@3m] (26,0 | (42m) @m0

0,700 [ 1,4m) [ 21m) | (23m) F@6m| (42m) [ (4,5m) |

Asynchronni PRAM (APRAM)

pracuji asynchrorinneexistuji centralni hodiny

nutna explicitni synchronizace (bariéry)

piistup do mem sdilengeni jednotkovy

pokud procesor v dané glogalni fazi zapisuje do rpaknzadny jiny nesmi v téze fazi

pristupovat do stejné lily

lokalni operace 1

globalnicteni zapis d

0 k po sol jdoucichéteni zapig globalnich d + k + 1 (vlastnos s@asnych skrnicovych
systénti, podporovana schopnost zaznamenat vice pozadevgidéleni skErnice)

0 bariérova synchronizace b(p)
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simulace PRAM na APRAM

PRAM APRAM
globalni¢teni  globalniteni
bariéra B1

lokalni vypatet lokalni vypdet
globalni zapis  globalni zapis
bariéra B2
Snadno a ¥zko paralelizovatelné problémy (¥ida NC a P-Uplné problémy)

Zakladni paralelni NC algoritmy na PRAM a béznych sitich (paralelni redukce, prefix vypdet,
pireskoky ukazateliy konstrukce Eulerovy cesty

Paralelni algoritmy pro t¥idéni, téidici sit

Paralelni algoritmy pro linearni alegebru





