1 Slozitost

1.1 Operacni a pam étova slozitost

Nezavislé uteni na konkrétni implementaci

Nekolik typt operaci = &tani T+, logické T, piitazeni Tassigny POrovnani Ecompare) Vypoiet adresy
pole prvku T

T(n) - Operéni (asova) slozitost €as potebny k provedeni algoritmu
S(n) - Pamitova slozitost — rozsah patioveho prostoru pégbny k provedeni algoritmu

s Casova slozitost (time complexity)
= nejdelsi ¢as vypoctu. ktery algoritmus zabere pii vstupu velikosti n
= ¢as vypoctu pii nejmeéné piiznivém piipadu. je jistou funkci £ éisla »
~ pocet operaci (porovnani, ... )

e Pamétovd sloZitost (space complexity)
= pamétové naroky programu.

Vypocet f(n) mize byt slozity, proto se pi1 odhadu ¢asu vypoétu zaméiujeme na dominantni
slozku v f(n), ktera pro velka n reprezentuje témér cely ¢as vypoctu.

myslenka asymptotickych edhadii — vySetfovana funkce f{n) se porovnava s néjakou
Jednodussi funkei g(n) vyjadinjici meze, v nichz se provedeni vypoétu pohybuje.

1.2 Operacni slozitost v pr &imérném, nejhorSim a nejlepSim p Fipadé
Tmin(n)=TVAR+TKON

Tmax (N)=nTyar+Tkon
TstrR(N)=Tkon*+2(P(Vi) Tvar)=Tkon+t1/N(Tyvar*i) = TkontTvar*(N+1)/2

Primérné ¢asova slozitostNeclt V = {vi}, i = 1,2,3,...a je prostoreSeni algoritmu A, p{y je
pravdpodobnost, Ze nastaneSeni v, Ti je ¢asova slozitost i-téhieSeni. Pak fimérna ¢as, slozitost je

Tsti(n) = Zn:Ti Ch(vi)

1.3 Asymptoticka sloZitost

Vyjadiuje sefadem fistu skuténé casow slozitosti T(n)¢i pametove S(n).

f(n) roste max. resp. min. tak rychle jako )g(f{n)=0(g(n)) resp. €(g(n)), jestlize Ize nalézt
konstanty n0>1 a ¢>0 tak, Zze pro n>n0 ptét)|<=c*g(n), resp. >=.

Pokud plati oboje, rostaidadow stejre, pak f(n)=5(g(n)) aiikame g(n) jetadem distu f(n) nebo té#(n)
roste asymptoticky tak rychle jako g(n)

0O(g(n)),Q(g(n)) jsouradem #istu horniho a dolniho odhadu.



1.2.1 Asvmptoticka sloZitost algoritmu
Necht f.g: N —=R™

Asymptotickd horni mez f(n) je shora omezena g(n), fin) = O{g{n)}), pokud exis-
tuje kladné e takové, Ze pro viechna n = mnp plati: fin) < ¢ g{n).

Asymptoticka dolni mez f(n) = Qgin)) = e = 0np € N :¥n = ng :
f(n} = e g(n).

Asymptoticky odhad f(n) = ©(g(n)) = f(n) = Olg(n)) A fin) = Qg(n)).
zn. ¢i - g{n) < f(n) < ca-g(n).

1.2.2  SloZitost problému

SloZitost problému se urtuje jako sloZitost algoritmu, ktery ho feSi. Mame-h algoritmus

f(n), ktery fesi problém II, pak je jeho sloZitost O( f(n)).

1.4 TFdy problém a P a NP:

o s .

1.4.1 definice Problémy
certifikat = struktura, ktera umanje owfit, Ze odpo¥d’ ANO je spravna e
Turing @v stroj - deterministicky
Definice 11.11: Turinguv stroj je uspofddana pétice M = (Q, A, §, s, F), kde

- @ je konetni mnozina staviu MPC

- A je abeceda obsahujici mj. prazdny symbol (mezeru) U a symbol konce pasky D, ale

neobsahujici symboly « a — NPH
- 8 €Q je potateéni stav
- F C @ je mnoZina koncovych stavil L Vi

6: (Q=F)x A — @Qx(AU{+.—-}) je pfechodové zobrazeni takové, Ze

(a) pro viechna q € Q — F plati, ze je-li 6(¢. &) = (p.b). pak b =—

(b) pro viechna g € Q — F a a € A plati. 7e je-li 6(¢q.a) = (p. b), pak b # b
Definice 11.12: Konfiguraci Turingova stroje M = (Q, 4.4, s, F) nazjvame uspotadanou
trojici

(ga,0) € Qx DA" x (A"(A—{U}) U{e}).

Obsah pasky vyjadfeny dvojici (a,3) pro a@ = wa, w € BA*, a € A lze prehlednéji za-
psat jako jediny fetéz, v némz podtrhneme préave cteny symbol, tedy jako waf3. Konfiguraci
(g,wa,B), w € >PA*, a € A tedy budeme zapisovat jako (q.wap). Je-li stav q konfigurace
koncovy, nazyvame celou konfiguraci (q. waf3) koncovou. Podobné nazyvame (s, >Uw) po&a-
te¢ni konfiguraci Turingova stroje M pro vstup w.
Paska

- G symboti pasky, symbol B (prazdné pihb) bOG

- S mnozina vstupnich symiioS1G

- cteci hlava

- koneny automat

0 vstup - symbol pod hlavou

0 mnoZina stalr Q, q0 p@ateni stav

o Vystup, novy symbol na pasku, -1,1 pohyb hlavy

o d:(QYgano, gne} x G ->Q x G x{-1,1}
inicializace - stav g0, paska na géli O

Program M pro TstrojeSi rozhodovaci problém P if se v¢pbzastavi ve stavu gano pro vSechny
instance, které majeSeni ano, zastavi se v gne if pro instance ostatni
- feSivcase t if se pro Ano instance zastavi nejdéle podikh

ieSi v pamitovém prostoru p if nejvySe p p&dk pasky obsahuje na konci symbiotmy od b




- TridaP je tvarena takovymi problémy M, pro které existuje progidnpro T stroj takovy, Ze jej
feSi véase omezeném polynomem.

- TridaPSPACEje tvaena takovymi problémy M, pro které existuje progfenpro T stroj
takovy, Ze jefeSi v prostoru omezeném polynomem.

- TridaEXPTIME je tvarena takovymi problémy M, pro které existuje progfgnpro T stroj
takovy, Ze jefesi v exponencidlnitase 2%, kde p(x) je polynom

P <= PSPACE <= EXPTIME

P (polynomiélni) — existuje alg. (program pro Turtig stroj), ktery jejieSi v polynomialé omezeném
case (potu operaci).

Tridou slozitosti P nazyvame mnozinu vSech rozhodovacich Udieditelnych v polynomiélningase.

Tedy ulohu povaZzujeme ZaSitelnou v polynomiakhomezenéntase pokud existuje algoritmus, ktery ji

te&f vease O(f) pro rgjakou konstantu k.

Rozhodovaci probléem patfi do ridv P jestlize pro néj existuje program pro determi-

nisticky Turingiv stroj, ktery jej fei v tase O(n*), kde n je velikost instance a k je

konelné Cislo.

Nedeterministicky Turingav stroj

- model | = uhodne certifikat, deterministicky jejarkroluje
- model Il = konstruuje certifikdt odhady (postuprym
o Program M pro nedet. T strigSi problém P if pro kazdou Ano instanci problému P
zastavi ve stavu gano
o feSivcase tif se vyptet zastavi nejvyse po T krocich
- TridaNP Problém P pét do tidy NP iff existuje program M pro nedet. T strajely jejiesi
v polynomiélniméase
Predpoklad opraviny PLINP

NP (Non-deterministic P)— existuje prg. pro nedeterministicky Turingstroj, ktery ha:esi v polynom.
case.

neboli: Pro kazdou instanci rozhodovaciho probléjejiz feSeni je ANO, existuje certifikat takovy, Ze

problém kontroly je P.

(Nedeterministicky TS: - vycucé #eSeni-certifikat z prstu (orakulum), normalni TStifi&at ovéiuje

(nerozhoduje!))

NP — Hi definici tridy slozZitostiNP hraje zakladni roli pojem nedeterministického altgau.

Nedeterministicky algoritmus dovoluje obejit obtiartast problému, nalezentgapokladanéh&esSeni a

deterministicky postupovatigeho owieni. ma 2 faze

1) nedeterministicka faze - do patinse @i ni ulozi réjaky rettzec znak s, ktery nizeme povazovat
za (uhadnuté)fedpokladandéeSeni. Obsatettzu s se fi ruiznych vypd@tech algoritmu mize liSit

2) deterministicka faze - znamena provedeiZingho deterministického algoritmu, ktery vyuziva
vedle vstupnich dat Ulohy ro¥hietézu s. tuto fazi Ize chapat jakodeni gredpokladaného
feSeni s, které skoénrozhodnutim o vysledku.

Nedeterministicky algoritmus nazveme polynomidbbmezeny, pokud pro libovolna vstupni data

délky n, pro ktera je vysledek ano, existuje Wgtaalgoritmu slozitost O pro rsjakou konstantu k.



2.1.4 ReSeni problému nedeterministickym Turingovym strojem

Program M nedetermumstického Turingova stroje Fest rozhodovaci problém 11 v Ease
t, jestliZe se vypobet zastavi po t krocich pro kaZdou instanci I £ IT 4o problému 11,
kde 114 ;o je mnoZina instanci problému IT takovych, které maji vystup ANO.

Jestlize nedeterministicky Turinglv stroj Tesi problém IT v ase T'(n ), pak determi-
nisticky Turingiiv stroj Tedi IT v ase 29T (m))

2.1.5 Trida NP

Rozhodovaci problém IT parri do w#idy NP, jestlize pro néj existuje program pro nede-
terministicky Turingiv stroj, ktery kaZzdou instanci I £ II 4o problému IT fesi v Ease
O(n*), kde n je délka vstupnich dat a k je konecné ¢islo.

Rorzhodovaci problém I patii de tfidy NP, jestlize pro kaZdou instanci I € 11 450
problému IT existuje konfigurace ¥ takovd, Ze kontrola, zda Y je fefenim, patfi do P
(izn. Ze omezujici podminky lze vyhodnotit v polynomidlnim Ease). V t€to souvislosti
nazyvame Y certifikdrem.

2.1.6 Trida co-NP

Existuji i probléemy mimo NP. Napfiklad rozhodovaci problém, zda je graf prost Ha-
miltonovych kruZnic, nebo zda je booleovska formule nesplnitelnd. Problémem je, Ze
pii edpovédi ,.ano, je nesplnitelnd™ nemdme Zidny certifikit, kterym bychom to dolo-
zili. Na takovéto problémy lze pohlizet jako na ,protéjsky* NP problémi — oznatuji
se co-NP.

1.4.2 souvislost se stavovym prostorem

bod prostoru
prohledavani

prostor
prohledavani

oblast stavového

prostoru
stavovy prostor
Stav Necht X = |z, x5,..., xp, } jsou konfiguraéni proménné problému II. Necht
Z = {z1,20,..., 2, } jsou voitini proménné algoritmu A feSictho instanci [

problému II. Pak kaZdé ohodnoceni s proménnych X U Z je srav algoritmu A4
fesiciho 1.

Stavovy prostor Necht 5 = [s;} je mnoZina viech stavli algoritmu A Tedictho T
Necht @@ = {g;} je mnoZina operaci S — S takovvch, Ze g;(s:) # s pro
viechna s;, g;. Pak dvojici (5, () nazveme stavowvim prostorem algoritmu A
fegictho 1.

1.4.3 polynomiélni redukce

P1 je polynom. redukovatelny na P2, kdyZ existigerdmus (program pro Turniy stroj), ktery
pievede

kaZdou instanci P1 na insatnci P2 tak, Ze zackeSéni. Pol. redukce je tranzitivriigly P i NP jsou uci
ni uzaveneé.

1.5 NP-UpIné a NP-t ézké problémy

nejobtizigjsi - NP Uplné. kazda jinditla sloZitosti NP je nagredukovatelna v polynomialnittase. NP-
aplnost splnitelnosti logickych formuli. Zaklademrgdukce. Mame fesSit rejakou ulohu, zkouSime, zda
neni specialnimifpadem gjaké obecyjSi ulohy, jejiz algoritmus zndme. Chceiasit P1 a zname P2.
navrhneme zobrazeni R, které pro vstup x je anBdfix) da ano. sloZzenim P2 a R dostaneme algoritmus
P1.



def:
Nech’ R je zobrazeni mnoziny vstauglohy P1 do mnoZzin vstupilohy P2. Zobrazeni R nazyvame
polynomialni redukci P1 na P2 if plati
1) R lze p@itat v polynomiald omezenéndase
2) Pro kazdy vstup x ulohy P1 je vysledek tlohy PZstap R(x) roven vysledku tlohy P1 na vstup
X
O ulohach P1 a P2, pro které existuje takové ze@miaRiikame, Ze P1 jpolynomialné redukovatelna
na P2, P P2

Glohu P patici do ¥idy slozitostiNP nazyvameNP-Uplnou, pokud pro libovolnou tlohu Q z&dy NP
plati Q< P
X-tézky Problém IT je X-rézky, jestlize se efektivni feSeni viech problémi ze tiidy X

da zredukovat na efektivni feseni problému I1. Efektivnim feSenim je napfiklad

feSeni v polynomialnim ¢ase nebo feSeni s omezenou chybou. Zredukovat na

feSeni II znamena vyTesit pomoci IL

X-uplny Problém IT je X tplny, jestlize je X-t&zky a sam patii do tfidy X.

NPC (NP Complete = Uplny)— probléml1 je NPC kdyz: je NP a kazdy NP problém je mozndina
polynomialré redukovat

2.3.1 NPC problémy

Karpova redukee Rozhodovaci problém II; je Karp-redukovatelny na Il (znadi se
I o 1), jestlize existuje polynomidlni program pro deterministicky Turingliv
stroj, ktery pfevede kaZdou instanci I; problému II; na instanci {5 problému Iy
tak, Ze vystup obou instanci je shodny.

Karpova redukce je rranzitivai, tedy plati, Ze (II; oc Iz) A (ITp oc II3) = IT; oc 5.
Ziaroveii lze pomoci Karpovy redukce vytvifet riidy polynomidini ekvivalence (111 oc
Ilz) A (113 oc 111 ) = II; aIl5 jsou polvnomidlné ekvivalentni).

NP-tiplny problém Problém IT je NP-tiplny (NPC, NP-Complete), jestlize Il £ NF a
pro viechny problémy II" £ NP plati, Ze II' o I

Disledkem je, Ze mime-li problém IT £ NP a existuje-li tieba i jedinny I1' £ NPC
takovy, Ze I1* oc I, pak z tranzitivity plyne, Ze II £ NPC (tesky: kdyZ najdeme jeden
NPC problém, ktery jde pfevést na nds problém II, pak musi byt nds problém taky
NPC, jelikoz viechny NP jdou pfevést na nas problém pfes IT' ve dvou krocich).

NPC jsou nejtézsi, vedjemnd pievoditelng, problémy v NP

Pokud optimalizai M je NPH, pak jeho rozhodovaci varianta je NPC.

2.3.2 NPH problémy

Turingova redukce Rozhodovaci problém II; je Turing-redukovatelny na IIs (zna-
Cime tfeba 114 Ic 1o, jestlize existuje polynomidlni program pro (determinis-
ticky) Turingiiv stroj, ktery fedi kaZdou instanci 17 problému IT; tak, Ze pouZiva
program Mz pro problém Iz jake podprogram (jehoZ trvdni povaZujeme za je-
den krok).

Karpova redukce je specidlnim pfipadem Turingovy redukce, kdy volime podprogram

pouze jednou a pfimo pouzivame vysledek tohoto podprogramu.

NP-tézky problém Problém II je NP-t&zky (NPH, NP-Heavy), jestlize pro viechny
problémy IT' € NP plati, ze IT' o IL

Z definice NPH problé mi mimo jiné plyne to, ze NPC — NPH.



1.6 Cookav teorém
Problém splnitelnosti logickych funkci je NPhiip (zkrace®: SAT je NPC).
Velice daleZitd véta, Kterd pfindsi fadu disledki. Predeviim fikd, Ze NPC neni prazdnd
a otevira tak cestu k dikaziim NP-uplnosti pfevodem. Jsou zndmy tisice NPC pro-
blémi, které tvofi tiidu ekvivalence. Nezdd se proto, Ze by tiida problémi P byla
shodni s NP

Toho, ze SAT je NP-tuplny, a pfedchoziho disledku se vyuzivi k dokazovani, ze je
néjaky problém NP-uplny (II £ NP, SAT o< II = II £ NPC).

1.7 Princip d dkazu p FfisluSnosti problému kt Fidé NP-tézky
Nech’ P pati do tidy NP, potom je P NP-Uplny iff existuje NP-Uplnpplém Q, G P.

Dukaz
1) je-li P NP-Uplny pak za Q lze vzit P
2) neclhi plati druh&ast tvrzeni a §me libovolnou tlohu R z&idy NP. Potom je R Q a protoze
polynomiélni redukovatelnost je tranzitivni je tdRé P, takZze P je NP-Uplny



