
14. Propojovací sítě paralelních počítačů a komunikační algoritmy

Teorie grafů
Následuje plejáda slajdů z 36PAR



Propojovací sítě pro paralelní počítače (taxonometrie, požadavky na jejich 
vlastnosti)

Hierarchická rekurzivita 



Přímé propojovací sítě: Ortogonální a řídké hyperkubické
Ortogonální: hyperkrychle, mřížky, toroidy



Řídké hyperkubické: Kružnice propojené krychlí a motýlky
Společné vlastnosti:



Nepřímé vícestupňové sítě (MIN)



Obousměrný MIN Tlustý strom



Problém vnoření:
• Load – počet uzlů, které jsou simulovány jedním procesorem
• Dilatace – počet hran, na které je namapována jediná původní hrana
• Expanze – kolik původních hran prochází jedinou hranou propojovací sítě

1. Kořen stromu je umístěn do libovolného uzlu hyperkrychle.
2. Každý uzel x vnoreného stromu

• zná dimenzi hyperkrychle n≥1
• zná svou hyperkubickou adresu  x
• zná číslo své hladiny l(x) ve stromu,
• vypočte si číslo cesty t(x) = l(x) (mod n), reprezentované jako n-bitové slovo s jedinou 1 na pozici 

t(x)
• má náhodný generátor svého flip bitu fb(x).

3. Jestliže listový proces x stromu vnorený do '(x) porodí jednoho nebo 2 syny, vygeneruje fb(x) a 
provede následující kroky:

Vnoření hyperkrychlí do mřížek



Vnoření toroidů do toroidů

Vnoření čtvercových mřížek do obdélníkových mřížek

nebo s lepší expanzí:

1) Vlož zrcadlo doprostred R 
2) Použij stejné hady, ale zdvojuj je
3) Použij stejné hady, ale cástecne je prekrývej.
4) Použij užší hady (= hady s load=2 )

Vnoření obdélníkových mřížek do čtvercových mřížek

Vnořování mezi 2D obdélníkovými mřížkami

Vnoření lineárního pole (kružnice) do libovolného grafu

1. vytvoříme kostru  

CCC a oba typy motýlků jsou výpočetně ekvivalentní (důkaz – 4 části)
CCC3 je faktorem  BF3



BF n doCCC n

oBF n  do BF n Sloučením koncových uzlů řad oBF n dostaneme kružnice ve  BFn

BF n  do oBF n

Komunikační algoritmy
Latence L – průměrná doba, za kterou bode doručena zpráva

směrovací algoritmy
• on line / off line - on line - rozhoduje pouze podle lokální situace
• deterministický/nedeterministický – cesta při det. směrování záleží jen na počáteční koncové adrese 

(necitlivé směrování)
• greedy / non greedy – greedy - nejkratší cesta
• adaptivní / neadaptivní – adaptivní - záleží na stavu sítě
• distribuované / centralizované

zpráva logická jednotka komunikace, různá délka
• packet – část zprávy, pevná délka
• flit – nejmenší jednotka, pevná délka

t S SW a HW zpoždení v zdrojovém a cílovém uzlu nutné pro zformátování paketu, validaci dat a 
kopírování dat mezi frontou a pamětí směrovače

tm=1/ q zpoždení mezi sousedními smerovaci na 1 fit (v [s /B]
m délka zprávy ve slabikách



t d per-hop latency - doba než začátek zprávy dorazí k dalšímu uzlu
d délka cesty

Přepínání kanálů – sonda projede celou cestu a nastaví směrovače. Cesta sondy k cíli trvá 
d tr ptwtm . Potvrzení délky 1 poté putuje zpět. Cesta trvá d 1 twtm , protože se již 

nenastavují směrovače. Jakmile dorazí potvrzení, okamžitě se začíná odesílat samotná zpráva. Celkový čas 
potřebný pro přenesení zprávy délky m bude tCS=d t r p1twt mmtm .

Store and forward – zpráva/packet procházející přes uzel je nejprve celá uložena, pak celá odeslána.  Paket je 
rozdělen do flitů. Každý paket je směrován individuálně ze zdroje do cíle. Směrovací rozhodnutí jsou činěna 
až poté, co byl celý paket uložen ve vstupní frontě směrovače. Každý směrovač musí urřit směrovací 
rozhodnutí a pak teprve celý paket přeskočí do dalšího směrovače, což trvá t rmtwtm , a tento postup 
se opakuje d krát. t SF=d t rmt wt m

Wormhole routing – Zpráva putuje po jednotlivých flitech od zdroje do cíle. Směrovače mají vyrovnávací 
paměti pouze na jeden, či několik málo flitů tWH=d t rtw tmm max tw , tm

Průřezové přepínání (VCT) – První flit v paketu ví kam má jít celý paket, ostatní jdou za ním jako ovce. 
Jakmile se dostane takovýto první flit do vstupní fronty, okamžitě nastavuje směrovač a jede dál. Nečeká se 
až dorazí celý paket. Z pochopitelných důvodů nelze multiplexovat více paketů naráz, ale musí být nejprve 
odeslán celý paket.

Problém zablokování a jeho řešení (graf kanálových 
závislostí, neblokující směrování, virtuální kanály)
Zablokování - Obecně: skupina paketů nemuže učinit žádný pokrok, protože každý z 
nich už některé prostředky zabírá, ale pro další postup potřebuje prostředky, držené 
jiným agentem a tento řetěz požadavků tvoří cyklus. Na zablokovanou část se 
nabalují další čekající pakety (efekt sněhové koule).

Řešení zablokování v ortogonálních topologiích:

Ilustrace 1: Zablokování 4 
paketů ve WH síti



Zablokování v toroidu:
Pro jednoduchost si představme jednorozměrný toroid (kružnici). Nepomůže nám ani pokud se rozhodneme 
pohybovat pouze jedním směrem (např proti směru hod. ručiček), viz. například cyklický posuv o 2, který již 
způsobí zablokování. Řešení: 
Každý fyzický kanál nahradíme k≥2 virtuálními kanály, které se budou na fyzický kanál spravedlivě 
multiplexovat na bázi flitů (nikoliv celých paketů). Fyzický kanál musí být schopen rozlišovat mezi flity 
jednotlivých paketů. Existuje věta, která říká, ze pro každý toroid libovolné dimenze stačí 2 virtuální kanály 
pro každý fyzický kanál (oba ve stejném směru). Pokud cesta vede od nižšího uzlu k vyššímu (uzly jsme si v 
kruhu označily podle obrázku), nižší kanál není vůbec využit. V opačném případě se projde přes c10 do uzlu 
4, odkud se přejde do nižších kanálů. 
Obecně:

, kde u,v jsou uzly

Algoritmy pro permutace (přímé, náhodné, založené na třídění, s 
předvýpočtem)
Čas od času je třeba v paralelním počítači data mezi jednotlivými procesory nějak vyměnit. Ne každý 
procesor se musí takové výměny účastnit. Každý uzel je zdrojem nebo příjemcem nejvýše jednoho paketu. 
(neúplná permutace). Úplná permutace = každý je zdrojem a příjemcem právě jednoho paketu.

Důkaz, že algoritmus CORRECTORIENT 
generuje korektní graf:
Každý vnitrní uzel T(r) má nejméne 1 hranu 
orientovanou smerem ke korenu a pouze 
koren nemá žádnou. Protože každý uzel má 
jednoznačné ID, v G ' neexistuje orientovaná 
kružnice, protože hrany jsou orientované 
pouze směrem ke kořenu nebo uzlům s 
nižším ID.



Ortogonální topologie:
1D mřížka (lineární pole)

 

(Farthest-First = první půjde ten paket, který to má nejdál)
Důkaz: Je-li v nějakém uzlu připraveno více paketů týmž směrem, strategie 
FF upřednostní vždy paket s nejvzdálenějším cílem, nejen na počátku, ale i 
kdykoliv během výpočtu... z toho to je myslím už jasný. Na slajdech je důkaz 
přes matematickou indukci. Obrázek: 

2D mřížka (mřížka)

uvažujeme opět SF.
Závěr: potřebujeme fronty délky 2/3 velikosti mřížky..přibližně
Důkaz: můžeme si představit jako dlouhé chodby pro směrování v dimenzi X 
a jakýsi páter noster v každém uzlu, který má kapacitu 1 paket. V nejhorším 
případě k páternosteru dorazí jeden paket zleva, jeden zprava a jeden přijede 
zdola. Předpokládejme, že všichni chtějí jet nahoru.

 (v nejhorším 
možném případě, kdy jede n−2 lidí z druhého patra nahoru – viz obrázek)

  krocích 
  

(všechno co přišlo mínus to, co jsem odeslal)

Vícerozměrná mřížka (zobecnění předchozího)

n−2 je maximální počet paketů, které mohou být kolizní
n−3

2k−1 minimální počet kroků, během kterých je tam mohu nashromáždit

Protichůdné požadavky na paměť a na čas – pakety P1, P2, P6 a P7 chtějí směřovat rovně, zatímco P4, P4 a 
P3 nahoru. Prostřední směrovač může obsloužit pouze jeden z paketů, tedy řekněme paket P4. Pakety P3 a P5 
čekají ve frontě a přitom blokují P1, P2, P6 a P7. Pokud by prostřední směrovač měl vlastní paměť, do které 
by pakety P3 a P5 mohl uložit, byl by problém vyřešen.

Metody minimalizace paměťových požadavků – obecně obtížné, obvykle se užívají 3 postupy:
1) randomizace
2) permutační směrování na seřazení paketů
3) permutace s předvýpočtem

Randomizace – nejjednodušší postup pro zmenšení maximální velikosti fronty = převedení permutace s 
nejhorším chováním na 2 náhodné permutace



• není spolehlivé (může se stát, že více uzlů vygeneruje stejnou adresu)
• důkaz netriviální, založen na teorii pravděpodobnosti

Online permutační směrování založené na řazení
Předpokládáme, že máme mřížku, každý paket má svojí cílovou adresu. Procesory pracují s paketem jako s 
položkou, která má klíč (adresa cílového uzlu). Podle klíče pakety seřadí. Složitost takového řazení je: 

.Třídíme lexikograficky nejprve podle čísel sloupců. Protože řazení se provádí 
do vertikálního hada (následující obrázek ukazuje horizontálního hada), musíme každý druhý sloupec 
překlopit (obr b). Je vidět, že v setříděné mřížce nejsou v žádném řádku pakety se stejným sloupcem. Nyní 
tedy každý paket směřuje do jiného sloupce. Pakety se v řádcích přesunou do správného sloupce (obr c). V 
posledním kroku nastane opět bezkolizní permutace v každém ze sloupců (proč bezkolizní vyplývá z 
permutace v 1D mřížce – viz začátek podkapitoly)

, trvá to tedy tolik, jako setřídění 
mřížky do hada + 3n (převrácení sudých řádků v setříděném hadovi, řádkové permutace, soupcové 
permutace). Paměť není potřeba.

Offline permutační směrování – Dosud jsme předpokládali, že počáteční konfigurace není nikde centrálně 
známá. Celková permutace v offline známá všem, nebo alespoň někomu. Výhodné, když se nějaká permutace 
často opakuje. 

 
Důkaz: Algorimus má také 4 fáze (druhé 
dvě shodné s minulým příkladem).  
Směrovací graf je regulální (každý uzel má 
stejný počet hran), bipartitní. Arita uzlu je  
4 ⇒ teoreticky by mělo jít, aby každý uzel



měl 4 hrany o 4 různých barvách. Úkolem je, jak nalézt takové barvení:
s1 ... s4 reprezentují zdrojové sloupce v mřížce
d 1 ...d 4 reprezentují cílové sloupce v mřížce

každý paket je reprezentován jednou hranou. Např. paket  
c,3, který směřuje do a,2 je reprezentován hravou 
[s3 , d 2] . Pakety přeneseme do odpovídajících řádků 

(zelené pakety do zelených řádků). V žádném řádku 
nejsou 2 pakety se stejným číslem sloupce. V sloupci  
nesmí vzniknout 2 pakety se stejnou barvou. Pokud tedy 
vyřešíme barvení, máme směrovací tabulku. Barvení se  
řeší pokus omyl – viz. Obrázek 

 .  
Hledáme červené barvení: vyplníme první 3 hrany víceméně od oka, ale čtvrtá hraja již nemá žádnou 
možnost. Rozhodneme se tedy obarvit hranu do d0, což však nás nutí odstranit hranu směřující do d0. S1 si  
musí hledat nového partnera, vybere si třeba d1, což připraví o partnera uzel s2, který má ale možnost jit do 
d2. Tímto je iterace ukončena. (pozn. Že hrany, které rušíme jsou červené, hrany, které vytváříme jsou modré.  
Po ukončení hledání odstraníme červené hrany na cestě [S0, D0, S1, D1, S2, D2] a modré přebarvíme na 
červené). Protože v této cestě je vždy o jednu modrých víc než čevených, přibyde nám ve výsledku jedna 
hrana.

Hyperkubické topologie
Online permutační směrování na síti motýlek
Nechť N=2n . Permutace  = bitově definované operace na n-bitových řetězcích.

 

Nejhorší permutace pro motýlka:
Otočení a prohození
• spodní mez je rovna průměru sítě (log n) ale té nelze dosáhnout (jsme řádově u odmocniny) 
• vytvoří se mosty, přes které chce přejít mnoho paketů
• paměťové nároky lze eliminovat „pravidly slušného chování“ = pokud je plno, tak sem nelez.

• důkaz, že žádná jiná permutace nemůže být asymtoticky horší, než tyto dvě:



Permutace pro motýlka jako stvořené:
Zhušťovací permutace:

Zřeďovací permutace – pouze otočené zhuštění
Monotónní permutace = složení zhušťovací a zřeďovací permutace
Cyklický posun





Komunikační operace
Typy směrovacích úloh

1) one to one
• single pair – pouze jeden uzel posílá druhému
• permutační – každý posílá 1 zprávu a každý 1 dostane
• vícenásobné – každý posílá max.1 zprávu a každý max.1 dostane
• multicasting – permutační směrování pouze na skupině uzlů
2) kolektivní
• one to all broadcast (OAB) - jedenposílá stejnou zprávu všem ostatním
• one to all scatter (OAS) - jeden posílá všem, každému jinou zprávu
• all to one gather (AOG) - všichni posílají zprávu jednomu
• all to all broadcast (AAB) - všichni všem, každý uzel dělá OAB
• all to all scatter gather (AAS)- všichni všem, každý dělá OAS
3) synchronizační
4) globální
• redukce – společně vyprodukují jednu hodnotu
• scan – společně vyprodukují pole hodnot

Komunikační modely
• simplex komunikace pouze jedním směrem
• poloduplex přepínání mezi komunikací v jednom a druhém směru
• plný duplex komunikace v obou směrech zároveň
• 1-portový model procesor v jednou okamžiku komunikuje s jediným sousedem
• všeportový model procesor komunikuje se všemi sousedy zároveň
• k-portový procesor komunikuje s k sousedy zároveň
• kombinující procesor složí procházející zprávy do jediné a tu odešle
• nekombinující není kombinující

[opravdu nemá smysl jinak suplovat tuhle prednášku... takže doporučuju prolítnout slajdy, který přikládám]
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