14. Propojovaci sité paralelnich pocitaci a komunikaéni algoritmy

Teorie graft
Nasleduje plejada slajdii z 36PAR

lzomorfizmus G, = G, le e6
a c
G, 2¢6———85 7y
MneoZina uzla a hran grafu G : V(G), E(G), N = |V(G)] 3@ ( 2 b e d

uvaZujeme pouze jednoduché souvislé grafy bez smygek. Automorfizmus G :  kazdé izomorfni zobrazeni G' na sebe sama.

Sousedni uzly u a v = hrana {u,v).
Sjednoceni : Gy UG, = (V(G) UV (G,), E(G)) U E(G-)).
H = podgraf grafu G, HCG: V(H)C V(G)a E(H) C E(G). Lo, o
Kartézsky soudin G = G| x Gy :
VIG) = {(z,y);x € VIG1),y € V(Ga)}
E(G) = {{(21,y), (22, y)); (21, 22) € E(G1)} U{{(2, ), (2, 92)): {41. 92) € E(Ga)}

faktor grafu G : V(H)=V(G).
s X ¢ e —

Klika U = aplny graf o i uzlech.

H = indukovany podgraf GG : maximalni podgrafs V(H).

H

Vyrok 1. Kartézsky soucin je komutativni a asociativni operace:
Gy X Gy = Ga x Gy a (G x Ga) x G3 = Gy x (Gy x Gy).

Znaéeni: G x G =G? G x G x G =G atd.

Uzlové symetricky graf : v u;, us € V(G) 3 automorfizmus f takovy, ze f(u) = us. (a)

Stupei uzlu v degg(u) = # sousedl uzlu w. Hranové symetricky graf : ¥ e; = (uy, vy), e (G) 3 automorfizmus f

takovy, ze f(ey) = es. (Musi platit i pro es

MnoZina stupiiu grafu G : deg(G) = {degq(u);u € V(G)}. Caste&né hranové symetricky graf : 3 rozklad E(G) = Ey U... UE, pro r > 2 takovy, 7e
V1< j<rVYepe € E; 3automorfizmus f takovy, ze f(ey) = es. (a)+(c)

Maximalni stupein grafu G @ A(G) = max(deg(G)).

[ o
° . G
Minimalni stupen grafu G : §(G) = min(deg(G)). b o G \"
[ / o co——eog
P A oy o . of
k-regulami graf G : A(G) =6(G) =Fk. (a) uzlove sym.  (b) hranove sym.  (c) castecne hran. sym.
Ridky graf : |E(G)| = O(|V(G)|) (stupn& uzlii jsou omezeny konstantou). Lemma 2. (1) Jsou-li Gy a Gy uzl. sym., pak G = G x Gy je také uzl. sym.

(2) Je-li G hranové symetricky, pak G* je téz hranové symetricky pro kazdé k > 2.
(3) Kazdy hranové symetricky graf je uzlové symetricky.

(4) Kazdy uzlové symetricky graf je regularni.

(5) Cykly K}, a kliky Uy, jsou hranové symetrické.

Husty graf : |E(G)| = w(|V(G)]) (stupné uzlii jsou rostouci funkei [V (G)]).

Prochazka, cesta, cyklus v grafu G. Uzlovy fez : mnozina uzl, jejichZ odebrani zpusobi rozpojeni grafu.

Uzlové disjunktni cesty : V(P (u,v)) 1 V(Py(x,y)) = {u,v} N {x,y} Hranovy fez : mnozina hran, jejichz odebrdni zpusobi rozpojeni grafu.

Hranové disjunktni cesty :  E(Py(u, v)) 1 E(Py(a, y)) = 0 (Uzlova) souvislost grafu G : x(G) = velikost minimalniho uzlového Fezu.

Délka cesty P(u,v) :  len(P(u,v)) = % hran v Plu.v). Hranova souvislost grafu G : \(G) = velikost minimalniho hranového fezu.

K(G) < AG) < 6(G)

Vzdalenost uzli v a v : distg(u,v) = délka nejkratsi P(u,v).
Pramérna vzdalenost v N-uzlovém G : ° ° m
. I ® _ )
dist(G) = ﬁ ;(listg(u. v). .‘; ’ G, ° Ps G ‘ = Ps
@ ®)
Excentricita uzlu u : exc(u) = max,ey (@) dista(u, v). (a) K(G1) =1, N(Gh) = 6(Gh) = 2. (b) ©(Ga) = AN(Gs) = 6(Gh) = 3.

Pramér grafu G :  diam(G) = max, , distg(u, v) = max, exc(u). k-souvisly graf (hranové k-souvisly graf) :  #(G) =k (\MG) = k)

Polomér grafu G : (@) = min, exc(u). Optimalni souvislost : #(G) = A(G) = 4(G)

Véta 3. (Mengerova) Mezi libovolnymi 2 uzly G

3 nejméné r(G) uzlové disjunktnich a nejméné \(G) hranové disjunktnich cest.




Chybova vzdalenost mezi u a v :
maximum z délek viech moznych co nejkratsich uzlové disjunktnich cest mezi u a v.
Chybovy pramér : maximum ze vSech chybovych vzdalenosti.

kce

(Hranova) bisekeni 3irka grafu G, bw.(G) :
velikost nejmensiho hranového fezu grafu G na 2 poloviny.

Uzlova bisekéni Sitka grafu G, bwy(G) :
velikost nejmensiho uylového fezu grafu G na 2 poloviny (velikosti nejvyse [N/2]. uzli)

® /\
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Bipartitni a vyvazeny bipartitni graf :

g o)

[ ] “o

Q
[ ]
o0 00

Hamiltonovska cesta (kruznice) :
cesta (uzavrena) pres viechny uzly (permutace uzld).

Lemma 4. Bipartitni graf mitze mit hamiltonovskou kruZnici, jestlize je vyvazZeny.

Topologie : mnoZina grafii (instanci topologie), jejichz velikost a struktura je definovand
parametry ( hodnotami dimenzi).

Hierarchicky rekurzivni topologie : instance nizsich dimenzi jsou podgrafy instanci

vys8ich dimenzi.

Inkrementalné skalovatelna topologie : definovana pro v
Casteéné tkalovatelna topologie : definovana pro nékteré, ale ~ mnoho N.

Efektivné Skalovatelna topologie : pro konst. k& > 0 Ize (N + k)-uzlovou instanci
konstruovat z N-uzlové instance tak, Ze # odebranych hran je O(k).

Orientované grafy = digrafy :

B mnozina orientovanych hran A(G)

orientovana hrana (u—uv) je incidentni z v do v

degg(u) a deg'(u) © vstupni stupeii a vystupni stupeil uzlu u

orientovana cesta

orientovany primér

silnd souvislost

Propojovaci sité pro paralelni pocitace (taxonometrie, pozadavky na jejich

vlastnosti)

‘Maly a konstantni stupen uzlu‘

m Technologicky pozadavek.

.

m Stupen uzlu je omezen konstantou fidky graf — |E(G)| = O(N).

m |evné a univerzalni smérovace x mald souvislost a velké vzdalenosti.

Maly pramér a mala pramérna vzdélenost‘

m Algoritmicky poZadavek.
m SniZzuje komunikaéni zpozdéni pro

o jak smérovani citlivé na vzdalenost (napr. store-and-forward),
o tak smérovani necitlivé na vzdalenost (napf. wormhole) = viz Pfedniska 6.

Véta 5. Spodni mez priméru N-uzlové ridke sité je Q(log N').

Dukaz: Je-li dén N-uzlovy graf s A(G) < k, k je konstanta,

4 uzlti G dosazitelnych nejvyse ¢ kroky je O(k?)
N = O(kliam(G)) diam(G) = Qlog N).

Konstantni délka hran

® Rozmistitelnost uzld v 3-D tak, ze délka kabell je konstantni.

m Navrh paralelnich a komunikaénich algoritm( je snazsi, nebot

e nezalezi na tom, kde vypocet zalne,
e nezalezi na tom, kterym smérem za¢ne komunikaéni algoritmus.

Skalovatelnost

m Efektivné inkrementalné topologie: idedlni pro dynamicky rekonfigurovatelné
multiprocesorové systémy: rekonfigurace systému z N na N + k uzlovy vyzaduje O(k)
zmén v pavodnim propojeni.

m Snazsi VLSI navrh a vnorovani.

m Napr. 2-D mfizky nejsou efektivné skilovatelné.

=)

Hierarchicka rekurzivita

‘Vysoké souvislost a malé chybové vzdélenosti‘

® Redundantni kritké cesty v pripadé vypadki uzli nebo linek.
® Obchazeni pretizenych nebo ucpanych uzlii nebo linek.

m Rozdéleni rozsahlych paketii do mensich ¢asti posilanych po paralelnich disjunktnich
cestach.

Velka bisekéni Sirka

Paralelni binarni rozdél-a-panuj (D&C) algoritmy —-
kapacity mezi obéma polovinami:

pozadavek vysoké prenosové

e Rozdél reseny problém na dvé poloviny.
o Res je rekurzivng v obou polovinach paralelng
s pripadnou vyménou dat mezi polovinami.
e Slu¢ vysledky z obou polovin do koneéného vysledku.

® Horni mez je N/2, typické hodnoty jsou N/log N ¢ N°, 0 <e < L.

VLSI navrh: velkd bisekéni Sirka
moduly.

= mnoho externich spoju mezi stavebnimi

‘ Existence hamiltonovskych cest a 2-barveni

Oznaéeni procesorti €isly 1, .. ., p zachovavajici sousednost.

Potrebné napt. pro tfidici algoritmy nebo pro permutace posunu.

Nékteré algoritmy pouzivaji 2-barveni.




Vnofitelnost jinych a do jinych topologii

m Existence efektivniho zobrazeni daného grafu procest do sité procesort.
m Schopnost simulovat efektivné jiné topologie.

m Vnoritelnost do VLSI nebo rozmistitelnost v 3-D.

Podpora pro smérovani a kolektivni komunikaéni operace

® Dvoubodové minimalni smérovani.
m Permutaéni smérovani.
m Komunikaéni operace jeden vsem.

m Komunikacni operace vsichni vsem.

Primé propojovaci sité: Ortogonalni a ridké hyperkubické

Ortogonalni: hyperkrychle, mtizky, toroidy

‘Binérni hyperkrychle dimenze n, Q,J

Qu:

Vi(Qy,) =B"
LE(Qn) = {{z,negy(
diam(Q,) = n
bwa(Qn) = 2771

“nyHJl —on
|E(Qn)| = n2"!
dez(Qy) = {n}

= V(Qn).0 < i< n}

Q= Q3 x Q

Regularni graf s logaritmickym stupném uzlii ( = fidké hyperkubické sité).

Hammingova vzdalenost p.

# uzli ve vzdalenosti i je (7) = dist(Qn) = [n/2].

Hierarchicky rekurzivni:

o Q= Qp X Qn—p = Qp x Q:} X Qn—p—q = Qil

« Kanonicka dekompozice : Q,, = Q,—1[j = 0] x Q[ = 1].

¢ Podkrychle : s,_y...s1sq, kde s; € {0,1, #}, % = neutralni symbol.
e Podkrychle = termy v boolské algebie.

Qr: = iL =

+ US: preloZeni (translace) « — v: zobrazeni Vo = V(Q,) (v — 2 & (u
e HS: rotace: permutace (prejmenovani) dimenzi.

uzlova a hranova symetrie: 2" x n! automorfizmu.

Ba v)).

Céstedné, ale efektivné gkdlovatelnd —= neiplné hyperkrychle.
Optimalni souvislost: A(@Q,,) = &(Q,) = n.
Nejvétsi moznd bisekéni sitka = @, je idedlni pro bindrni D&C algoritmy.

Vyvazeny bipartitni a hamiltonovsky graf.
Jestlize g(w,v) = k, pak v ,, 3 n uzlové disjunktnich cest P(u, v}, mezi kterymi

e kocest jedélky & a
o n — k cest je délky &+ 2.

Chybovy primér Q,, je n+ 1.
3 k! rlznych nejkratsich cest mezi dvéma uzly ve vzdalenosti k.
Minimalni e-cube smérovani: bity v adresich se testuji zprava doleva.

Optimalni algoritmy pro kolektivni komunikacni operace v témér viech komunikacnich
modelech.

Simuluje efektivné téméf jakoukoli jinou znamou topologii.
Hlavni nedostatky = logaritmicky stupei a nedostatecnd Skdlovatelnost.

n-rozmérna mrizka rozméra zy, zo, .., 2, M(z1, 20, .. ,zn)‘

(M. )) = {lay,a, - a,)i0 S ay Sz — 1 Vi {1,
1(...)) = {(a,a0,..,a0,);0 < a; < Ivie |l nt}

EM. =14 a,. ) (.,as +1,..);0 <a; <z — 2}
=12, [E(M{.. )| =51 (2 — 1) E=1,3J

I

diam(M{...)) =X (z — 1) = QY IVIM{...)))
deg(M{...))=1{n,...,n+ 73}, 7= [{ziz > 2}

jestlize max; z; je sudé,
v opacném pripadu.

(I} ) f mang 2
QU =)/ max; z;)

bw,(M{...)) = {

(0.2.2)

pa

mrizka M(3,3,4):

(0.0.00 (3.0.0)

Predpokladame, ze dimenze mrizky n je konstantni.

Mk, k..., k) = k-arni n-krychle.

Nejpraktictéjsi mrizky jsou 2-D (ctvercové, obdélnikové) a 3-D (krychlové, kvadrové).
1-D miizky = lineérni pole (inkrementalné skalovatelné) = protipdl Gplného grafu.
Neni regularni == neni uzlové symetricka.

Pocet uzlli ve vzdalenosti i u 2-D mrizek: od i +1 do 4i.

Velky primér: vN = log N od N > 16, N = log N od N = 1000.
Castedné ale neefektivng gkilovatelnd.

Hierarchicky rekurzivni:

o obsahuje podmfizky stejné dimenze, napf. M([1 — 3], #,[2 — 5], %) © M(6,5,8,3),
¢ obsahuje podmfizky mensich dimenzi, napt. M (x,1,#,3) « (3.4,2.7),
e konstruktor = kartézsky soudin, napf. M(zy, zo, .., zn) = M(zy) %+ x M(z,).

Optimalni souvislost.
Témér optimalni chybovy primér.

Chybové vzdalenosti = nejvyse o 4 vétsi nez nechybové.




Poznamky k mfizkam

Problém alokace, fragmentace a zcelovani podmftizek v multiuzivatelském multiprocesoru.

Komercni paralelni pocitace zaloZené na mrizkach: Intel Paragon (2-D miizka), MIT
J-Machine (3-D mfizka), transputery (2-D mfizka), .. ..

Pro obecné n je pfesna hodnota bisekéni Sifky otevienym problémem

snadno ji lze spoditat pro 2- nebo 3-D mifizky, napi. bw.(M(11,8,6)) = 57.
Z3akladni minimalni smérovaci algoritmus = dimenzné uspofadané smérovani:

2- a 3-D mrizky: XY a XYZ smérovani.

3 mnoho komunikacnich a paralelnich algoritmi optimalnich vzhledem k spodnim
mezim topologie (velky primér, mald bisekéni sirka).

Bipartitni (nikoli nutné vyvazena).

Hamiltonovska, jestlize nejméné jedna strana ma sudou délku.

Hamiltonovska cesta existuje vidy.

Modifikace: rekonfigurovatelné mrizky, mfizky shéric.

n-rozmérny toroid dimenzi zy, zo,. ., 25, K (21, 29,. ., 2,)

toroid = toroidalni nebo zabalena mf¥izka

VI(K(...))
E(K(...)
|[E(E ()] =n =< %
diam(K(...)) =X, | 2/2]
deg(K(...)) = {2n}
bwo(K(...)) = 2bw.(M{...})

Bay 1000 < ay < 25}

(2,2,0)
» s
(e = 7
paad £z 4
toroid K (3,3,4):
(0.0.0) (0.0.3)

1-rozmérny toroid = kruznice nebo prstenec.

K(k,k,.. k) = k-arni n-toroid.

Regularni a uzlové symetricky (automorfizmy = prelozeni).

k-arni n-toroidy jsou i hranové symetrické (automorfizmy = rotace).
Primér/priimérna vzdalenost je poloviéni v porovnani se stejné velkou miizkou.
Souvislost /bisekéni ifka je dvojnasobna v porovndni se stejné velkou mfizkou.
Caste¢nd gkalovatelnost (jesté méné efektivni v porovnani s mfizkami).

Hierarchicky (lze dekomponovat az na kartézsky soucin kruznic)

ale: nelze rozlozit na stejnorozmérné podtoroidy.

Dimenzné uspoiadané minimélni smérovani (existence kruznic jej ¢ini komplikovanéjsi).
Hamiltonovsky graf.

Bipartitni <= vSechny délky stran jsou sudé (bipartitni == vyvdieny).
Topologicky optimalni algoritmy existuji pro mnoho zakladnich problémi.

Komeréni MPP: Cray/SGI T3D a T3E, Convex Exemplar (3-D), Intel/CMU iWarp (2-D),
KSR (1-D), IBM BlueGene (3-D).

Porovnani hyperkrychli, mfizek a toroidii

m M(2,2,..,2) je izomorfni s (.
B p-rozmérné mrizky a toroidy jsou zobecnénimi ().
® Pro urcité k a n, k < n, k-rozmérna mrizka/toroid mize byt podgrafem Q.

(3.0) (3.3)

K(4,4)= Qg

©.0) ©.3)

M(3,8,4)[K(8,8,4)] Qs

diam() 17 10 8
[E(| | 640 766 |1024
bwa() 32 64 128

Ridké hyperkubické: Kruznice propojené krychli a motylky

Spolecné vlastnosti:
e O(1) stupen a O(log N) pramér,

e Skalovatelné hire nez hyperkrychle: N = n2" nebo podobné,

o bisekéni sitka Q(N/log V).




Kruznice propojené krychli dimenze n, CCC', B CCC, je faktor grafu @, x K(n).
VCCC,) = {(ne)i0<i<nize B} o y . m (), i K(n) jsou uzlové symetrické = CCC, je uzlové symetricky.
E(CCC,) = {{(1, Fn L)), ((2,2), (i, neg(x))); (i, z) € V(CCC,) } )
)| = n2" m Castecné hranové symetricky (3 hyperkubické a kruznicové hrany).
|E(CCTC,)| = n2"=! + n2" L . L
diam(CCC) = (2n —2) + |n/2]| pro n > 3, diam(CCCy) = 6 ® Neni hierarchicky rekurzivni.
deg(CCC,) = {3} o N i, ]
by (CCC,) = 2n-1 m Optimalni souvislost 3 (mezi dvéma uzly 3 3 disjunktni cesty).
® Minimalni smérovani: ponékud komplikované.
x= 000 001 010 011 100 101 110 111
B Jednoduché neminimalni smérovani:
1. Zjisti, v kterych bitech se lidi adresa vychozi a cilové kruznice.
2. Necht i = pozice prvniho takového bitu zleva.
3. Presufi se do #-tého uzlu ve vychozi kruznici.
4. Prejdi pomoci e-cube algoritmu do cilové kruznice.
5. V ni se presun do cilového uzlu.
B Vyvazeny bipartitni graf <= n je sudé.
CCC;
¢ ® Hamiltonovsky graf.
Zabaleny motylek dimenze n, wBF),
V{wBE,)={li,z),0 <i<nAxecB"}
E(wBF,) = {{{i,z), (i &, Lx)), (1, 2), (i Ty Lneg;(z))) | (¢4, 2) € V{wBEF,)}
[V (wBEFy,)| = n2"
|E(wBF,)| = n2"+1
diam(wBF,,) = n + [%J
deg(wBEF,) = {4}
bwa(wBF,,) = 27
x= 000 001 010 011 100 101 110 111 -
e
=019 4 o (/4
1|8 oy - ,, 5 |
2l e F | ) l“'.‘.
2 y ° o0
wBF3 wBE
Zakladni vlastnosti ma stejné jako CCC', aZ na to, Ze ma vice hran, vétsi bisekéni sirku a
mensi primér.
Obyéejni motjlek dimenze n, oBF, m Uzly oBF), jsou organizovany do sloupci (stupii) 0 <i <nafad 0 <z <2" —1.
® Dva druhy hran: pfimé a kiizové (hyperkubické).

V(oBF,) ={(i,2);0 <i<nAixec B"}
E{oBF,) = {{{(i,z), (i+1,: [
V(0BE,)| = (n + 1)2"
|E(0BE,)| = n2"H
diam(eBF,) = 2n
deg(oBF,) = {2,4}
bwa(oBE,) = 2"

i= 9 1 2 3
x= 000 o
A\ 4 SAD
N 001 i
010 'i.".'h—-

SO
011 o

i

x= 000 001 010 011 100 101 110 111

HiHE

100 —o—

oBF,: i=0 A\
! — 10 o0

1 = o
9 110 e
3 111 ——

Neni uzlové symetricky a neni reguldrni.

Neni hamiltonovsky.

Je hierarchicky rekurzivni: oBF,, obsahuje dva oBF,,_, jako podgrafy.
Optimélni souvislost 2.

3 pouze jedina nejkratsi cesta mezi (0, z) a (n.y) (= e-cube smérovani).

Trivialné bipartitni.

Poznamky k fidkym hyperkubickym sitim

Byly pouzity v prototypovych pocitacich.
Jsou prirozenou topologii pro fadu zakladnich paralelnich algoritmi.

Vynikajici vlastnosti pro VLS| implementaci.

Nepfimé vicestuprnové sité (MIN)




‘Schéma generické jednosmérné MIN ‘

) @t R B = I R e
oiis) HH AR HH HHE Fon
s HH AR HH HHE Fan
mis dH AH HH O HAE  Ean
wio AR AR R HE  Fie
s HAH AH O HH O HE  Eii
nns  HH HH O HH HBE  Ehia
e Y e e N = = 11
TG MG H&GKpG Yy

m Piepinace 2 x 2 mohou byt v 1 ze 4 stavii:

® Banyan N x N MIN: 3 jedine¢nd cesta mezi lib. dvojici vstupu a vystupu.

®m f-arni delta MIN: Banyan MINs V x N skladajici se ze stupiiQt N/k pfepinaci k x k.
m Obecna k-arni MIN = K stupid N/k prepinact k x k, N = k™.

® Typicky k= 2. Pak:

e Spodni mez na K =Qlog N) = Q(n).
o K =0(log N) = levnéjsi ndhrada kfizovych piepinaci
+ K=logN = blokujici MIN

x* K =2logN —1 = pfestavitelné MIN

® Jednosmérné nebo obousmérné.

0001~ \ 0001
0010, F - 0010
I i

0011,

sl T

e | e | e 121
0001 ) N/ 0001
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000 = 000 0000
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w00 1000 oo =
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1100 11004, 1100
1101 '-;: 110+ :D: :D: ﬂ: :D: 1101

Ie
me O 110 110
ur = e | N | S | S o

o

c B B B 6 6 6 ©

o=
(2) =

dokonalé promichani: LTp) = Tp—2...

ToTp—1

motylek: B>, q...2;

(3) 0 = zékladni:

=T ... T 1T0Ti—1 ... T4

Oilrn_y...mipmiTi_y ... T =Tp_1.. . T TOTiTi] . .. T

m Pocet realizovatelnych permutaci je menéi nez N, nebot pro K =log N je

log N : Ny Y
(o%) = N¥ < N'= VoniV (l) (1 +0 (i)>
e N

® Viechny tyto varianty blokujicich MIN jsou topologicky equivalentni:
mnozina realizovanych permutaci je pro vsechny varianty stejna, lisi se pouze v poradi, v
jakém jsou jednotlivé adresni bity vystavovany na LSB pozidi, kde mohou byt invertovany.

®m Deterministické minimalni smérovani: mezi danym vstupem a vystupem 3! cesta
(Banyan).

Typicky predstavitel: BeneSova sit = back-to-back butterfly.
BN!

0000 I

0001 N -I_l-
0010 - -
0011
0100
0101
0110
0111

1000
1001

1010
1011

1100
1101

1110
1111 Lk

BNJI

BN,

Tr
AF
T

Ptestavitelné jednosmérné MIN

N 2log N—1
(2?) > N1

® Pro zadanou permutaci vstupt na vystupy lze predpocitat bezkolizni nastaveni prepinaci.

m K =2logN —1

B Typicky predstavitel: BeneSova sit = back-to-back butterfly.

Obousmérny MIN

29 20 29 00

Tlusty strom

o0 29 %0 0




Problém vnoreni:

«  Load — pocet uzll, které¢ jsou simulovany jednim procesorem
« Dilatace — pocet hran, na které je namapovana jedind pavodni hrana
«  Expanze — kolik pivodnich hran prochézi jedinou hranou propojovaci sité

® Nejlepsi a krasné rekurzivni vnoreni C‘BTniﬂ)QnH s ‘clil =2 aload =ecng= 1|
Trik: pfeméi C'BT,, na vyvazeny bipartitni graf &-CBT,, s 2" uzly

zdvojenim kofenu.

Potom
d&rCBT,, je faktorem Q..

E%’FCBZ;?_}

0 S é{

o @n 273 4

l ol I 2 ¥ &
‘ T, =drCBT,_

(a) Indukéni za- (b) Indukéni hypotéza v QY a auto-  (c) Indukéni krok.

klad. morfismus v opaéné QL.
T, 1o S T, 1o .
100-’:—0: 0 100 o} 1
o 101 Q} 5 101 93
011 011
000 001 000 001
emb emb v .
(a) To == QY. (b) Ty = T) ™= QL. (c) Indukéni krok.

[S—

Kofen stromu je umistén do libovolného uzlu hyperkrychle.
2. Kazdy uzel x vnoreného stromu
« zna dimenzi hyperkrychle n>1
- zn4 svou hyperkubickou adresu @ (x)
+ znd c¢islo své hladiny /(x) ve stromu,
« vypocte si €islo cesty #(x) = I(x) (mod n), reprezentované jako n-bitové slovo s jedinou 1 na pozici
H(x)
«  ma nahodny generdtor svého flip bitu fb(x).
3. Jestlize listovy proces x stromu vnoreny do '(x) porodi jednoho nebo 2 syny, vygeneruje fb(x) a

provede nésledujici kroky:
if (fb(z) = 0) then umisti levého syna (pokud existuje) do svého uzlu ¢(x);
umisti pravého syna (pokud existuje) do uzlu ¢(x) XOR t(x);
else umisti levého syna (pokud existuje) do uzlu () XOR ¢(z);
umisti pravého syna (pokud existuje) do svého uzlu @(x).

Véta 9. Prostrom s M uzly a pro hyperkrychli s N uzly, tento algoritmus davd
dil =1 aload = O(M/N +log N) s vysokou pravdépodobnosti.

Vnoreni hyperkrychli do miizek
Peanova kfivka: spojuje uzly v lexikographickém poradi pfi déleni stridavé podle osy x a y.

L 4 . ]
0000 opel (100 0101

L [ ] L]
0010 0011 0110 0111

[ 3 L I - i
1000 1001 1100 1101
Qn—l Qﬂ—} :
A " oy

. o
1010 1011 1110 1111

emb

(a) Indukéni krok.  (b)  vnofeni @y ™™ M(4.4).  (c) € vnofeni Q4 ™ M(4, 4).



Vnoveni toroidii do toroidii

,,...-(;1_'_}.-....,.{P\I
{[:U‘;I
O,
(8t £
L
Vnoieni étvercovych miizek do obdélnikovych miizek
S -—reque'sted

-t

W v

.
— ! n
g murror

R S
— (%]

-
e —
-

*

nebo s lepsi expanzi:

1) Vloz zrcadlo doprostred R hﬂj Mﬂlj MTM Mﬂu Mﬂu M “ﬂj “ﬂj Mﬂj “ﬂJ “ﬂj U_U

2) Pouzij stejné hady, ale zdvojuj je @ ®)

3) Pouzij stejné hady, ale castecne je prekryve;. (T ﬂ ’ ﬂ ﬂ ﬂ H H H H ﬂ ﬂ ﬂ H

4) Pouzij uzsi hady (= hady s load=2 ) @

Vnoreni obdélnikovych miiZek do étvercovych miizek

1. vytvofime kostru

CCC a oba typy motylkii jsou vypocetné ekvivalentni (dikaz — 4 Casti)

. X1 000 001 010 011 100 101 110 111
CCC3 je faktorem ZDBF3 x: 000 001 010 011 100 101 110 111

Il ] ]
b o= o
Il I 1]
[T =]




w BF ,do CCC, Gx) (X)) iy Gx) (ix  Gx)

P=T1-11

(i+lx) (i+lx7) (i+1x) (i+lx’) (i+lx) (itlx”)

oBF , do w BF, Slou¢enim koncovych uzlti fad oBF, dostaneme kruznice ve @ BF,

w BF, do oBF,

[ - - -

O D DD 1 DO DD

3210 1(0) 3(1 2(2 0(3) 3210 Q 1 2 3
(d) (e)

Lemma 23. Delta sité stejneho typu a poctu a velkosti stupnil jsou izomorfni.
Dukaz. Vsechny tyto sité se lisi pouze v poradi, v jakém jsou bity adresy vystavovany
inverzi, kazdy bit pravé jednou.

Priklad 24. Izomorfismus MIN siti motylek (a) a Omega (b).

0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
6 6 6
7 7 7

Komunikaéni algoritmy

Latence L — primérné doba, za kterou bode dorucena zprava

smérovaci algoritmy

« on line / off line - on line - rozhoduje pouze podle lokalni situace

+ deterministicky/nedeterministicky — cesta pii det. smérovani zalezi jen na pocatecni koncové adrese
(necitlivé smérovani)

- greedy / non greedy — greedy - nejkratsi cesta

- adaptivni / neadaptivni — adaptivni - zalezi na stavu sité

. distribuované / centralizované

zprava logickd jednotka komunikace, rizna délka
« packet — Cast zpravy, pevna délka
« flit — nejmensi jednotka, pevna délka

ts  SWaHW zpozdeni v zdrojovém a cilovém uzlu nutné pro zformatovani paketu, validaci dat a
kopirovani dat mezi frontou a paméti smerovace

t,=1/q zpozdeni mezi sousednimi smerovaci na 1 fit (v [s/B]

m  délka zpravy ve slabikach



t;  per-hop latency - doba nez zacatek zpravy dorazi k dal§imu uzlu
d  délka cesty

Prepinani kanalit — sonda projede celou cestu a nastavi smérovace. Cesta sondy k cili trva

d(t,+p(t,+1,)) . Potvrzeni délky 1 poté putuje zpét. Cesta trva d (1(¢,+1,)) , protoze se jiz
nenastavuji smérovace. Jakmile dorazi potvrzeni, okamzité se zacind odesilat samotna zprava. Celkovy cas
potiebny pro pieneseni zpravy délky m bude ?es=d (¢,+(p+1)(¢,+1,))+mt,

Store and forward — zprava/packet prochézejici pies uzel je nejprve celd uloZena, pak celd odeslana. Paket je
rozdélen do flith. Kazdy paket je smérovan individualné ze zdroje do cile. Smérovaci rozhodnuti jsou ¢inéna
az poté, co byl cely paket uloZen ve vstupni front€ smérovace. Kazdy smérova¢ musi urfit smérovaci
rozhodnuti a pak teprve cely paket pfeskoéi do dalsiho smérovade, coz trva ¢,+m(t,+1t,)  atento postup
se opakuje d krat.  ts-=d (¢t,+m(t, +t,))

Wormhole routing — Zprava putuje po jednotlivych flitech od zdroje do cile. Smérovace maji vyrovnavaci
paméti pouze na jeden, ¢i nékolik mélo flith 7y, =d (¢,+t,+1¢,)+mmax(¢,.t,)

Priiezové prepinani (VCT) — Prvni flit v paketu vi kam ma4 jit cely paket, ostatni jdou za nim jako ovce.
Jakmile se dostane takovyto prvni flit do vstupni fronty, okamzité nastavuje smérovac a jede dal. Neceka se
az dorazi cely paket. Z pochopitelnych ditvoda nelze multiplexovat vice paketl naraz, ale musi byt nejprve
odeslan cely paket.

, P . v v , , , R
Problém zablokovani a jeho reseni (graf kanalovych i
zavislosti, neblokujici smérovani, virtualni kanaly) 71 e DvD D--Pl
Zablokovani - Obecné: skupina paketli nemuze u€init zadny pokrok, protoze kazdy z 4 B M

nich uz nekteré prostiedky zabird, ale pro dalsi postup potiebuje prostiedky, drzené
jinym agentem a tento fetéz pozadavku tvoii cyklus. Na zablokovanou ¢ést se
nabaluji dalsi Cekajici pakety (efekt snéhové koule).

m D cm
| O
O

ReSeni zablokovini v ortogondlnich topologiich: T
B Detekce a zotaveni: nejméné opatrné, mozny velky zisk, ale i ztraty. h
llustrace 1: Zablokovani 4

B Prevence: konzervativni pridélovani véech prostredk( najednou o , .
P P ) paketii ve WH siti

= jejich malé vyuziti — pouzito v technice prepinani kanald (CS).

B Vyhnuti se zablokovéani: postupné pridélovani prostfedkil tak, aby globalné nemohlo k
zablokovani dojit (viz dale).

Definice 2. Graf kanalovych zavislosti Z = Z(G, R):

m uzly V(Z) = kanaly c; sité G,

B (c1,c0) € E(Z) <= R mize v G smérovat paket z kanalu ¢; na kanal e,
t.j., pro néjaké dva uzly u a d plati R(u,e,d) = co.

3

K(s5) Z(K(5),R)

Véta 3. Deterministickd smérovaci funkce R na grafu G nemiize vést k zablokovani «<— Z(G, R) je acyklicky.



® Omezeni smérovaci funkce R na R’ tak, aby Z(G, R') byl acyklicky a G zustal pfi pouziti
R’ (silng) souvisly.

® Funguje v mrizkach a hyperkrychlich: ?EEE-- D]EL- .
e Usporadani (serazeni) dimenzi (sméra). A B 1
e R’: po pouziti kandlu v dané dimenzi se mize pouZit pouze kanal stejné nebo mensi
dimenze. y
e Priklady R": XY smérovani v 2-D mrizkach, XYZ v 3-D mfizkich, e-cube v 5 J D lC - R
hyperkrychlich. = - ﬁ_mi'_

® Priklad: Vyhnuti se zablokovani 4 pakett
| Ph—C|P—D | P— A | P, — B |

ve WH 2-D miizce s XY smérovanim

Zablokovani v toroidu:

Pro jednoduchost si pfedstavme jednorozmérny toroid (kruznici). Nepomiize nam ani pokud se rozhodneme
pohybovat pouze jednim smérem (napt proti smeru hod. ru¢icek), viz. naptiklad cyklicky posuv o 2, ktery jiz
zplisobi zablokovani. Resent:

Kazdy fyzicky kanal nahradime k=2 virtualnimi kanaly, které se budou na fyzicky kanal spravedlivé
multiplexovat na bazi flitu (nikoliv celych paketl). Fyzicky kanal musi byt schopen rozliSovat mezi flity
jednotlivych paketl. Existuje véta, ktera fika, ze pro kazdy toroid libovolné dimenze staci 2 virtualni kanaly

4

pro kazdy fyzicky kanal (oba ve stejném sméru). Pokud cesta vede od nizs§iho uzlu k vys§imu (uzly jsme si v

A4

kruhu oznacily podle obrazku), nizs§i kanal neni viibec vyuzit. V opa¢ném piipad¢ se projde pies ¢;, do uzlu

A4

4, odkud se ptejde do nizSich kanali.

Obecné:
//lCOG\
LD;% B 65 P " b FO] @ @ .@
K(5)

'—' Con \_n Cop

Coo . . CDG(K(5),R’)
B Cpyyen o Cl0sCoz—1)s -+ s Cofur1)  JeStlize u < v,
B oy, Copnyry  Jestlize u > v, , kde u,vjsou uzly

Nepravidelné sité: Algoritmy typu Nahoru*/Dola*

Definice: Souvisly graf G je korektni, pokud Ize uvalenim orientace na jeho hrany
zkonstruovat orientovany graf (digraf) G’ takovy, ze:

1. existuje jediny koren = uzel, ze kterého nevychazeji orientované hrany,
2. neexistuji orientované kruznice (G’ je acyklicky digraf).
] ] Diikaz, Ze algoritmus CORRECTORIENT
] AL(,iOl’%ITHI\'[ (,’,QR RE(JT({RI’ENT(G, ;;_) . ] generuje korektni graf:
M- Zliredpoklelxdky: Kazdci/ ugilkma Jednozl?avcne ID a korve.n’r je urcden;:i B Kazdy vnitrni uzel T(r) mé nejméne 1 hranu
aze 1: OnStr!JLJJ ostfu o Zifky 7'(r) s kofenem r pouZzitim standardniho distri- orientovanou smerem ke korenu a pouze
buovaného algoritmu. L vs N v 1 .
. ) ) - P koren nema zadnou. ProtoZe kazdy uzel ma
Faze 2: Orientuj kaZzdou hranu (u,v) € E(G) . . , oL ,
smérem ke korenu r pokud depthy,. (u) # depthp,,(v], ]edl}o.znacne IDV’ vG ne.ex1stu_]§ orlentO\{ana
smérem k uzlu s mensim ID v ostatnich pripadech. kruZnice, protoZe hrany jsou orientované
pouze smérem ke kofenu nebo uzlims

niZ8imID.

Algoritmy pro permutace (pfimé, nahodné, zalozené na tfidéni, s
predvypoctem)
Cas od &asu je tieba v paralelnim po¢ita¢i data mezi jednotlivymi procesory n&jak vyménit. Ne kazdy

procesor se musi takové vymeény Ucastnit. Kazdy uzel je zdrojem nebo piijemcem nejvyse jednoho paketu.
(neuplna permutace). Uplna permutace = kazdy je zdrojem a piijemcem praveé jednoho paketu.



Ortogonalni topologie:
1D miiZka (linedrni pole)
Lemma 1. Predpoklidejme pIné duplexni vieportovou SF mfizku M(n) s 3= 0(n) a
komunikacni problém I-mnoha takovy, ze
1. kazdy uzel je zdrojem jakéhokoli poctu paketi,
2. kazdy uzel je cilem nejvyse 1 paketu.
Pak Fizeni toku pomoci strategie Farthest-First (FF) lze tuto komunikaci provést v nejvyse
n — 1 krocich.
(Farthest-First = prvni ptijde ten paket, ktery to ma nejdal)
Dtikaz: Je-li v n€jakém uzlu pfipraveno vice paketl tymz smérem, strategie
FF uptednostni vzdy paket s nejvzdalenéjSim cilem, nejen na pocatku, ale 1

kdykoliv béhem vypoctu... z toho to je myslim uZz jasny. Na slajdech je diitkaz ,

pres matematickou indukci. Obrazek:

2D miitka (miiZka)

Véta 2. Uvazujme libovolnou permutaci w na vseportové plné-duplexni SF 2-D mrizce

M (n,n). Pak pro provedeni permutace m pomoci XY smérovani je potfeba nejvyse 2n — 2
krocich, coz je optimalni, ale smérovade potrebuji fronty na 3 = max(2,2n/3 — 1) paketi.
uvazujeme opé&t SF.

Zavér: pottebujeme fronty délky 2/3 velikosti miizky..ptiblizné

Dukaz: mizeme si piedstavit jako dlouhé chodby pro smérovani v dimenzi X
a jakysi pater noster v kazdém uzlu, ktery ma kapacitu 1 paket. V nejhor$im
ptipadé k paternosteru dorazi jeden paket zleva, jeden zprava a jeden piijede
zdola. Predpokladejme, Ze vSichni chtéji jet nahoru.

e max. # soupeficich paketll = # cilovych uzli = n —2. (v nejhor§im
mozném piipadé, kdy jede n—2 lidi z druhého patra nahoru — viz obrazek)
e viech n — 3 paketl mize do u dorazit v n/3 — 1 krocich

— u musidocasné ulozit 1+n—3—(n/3—1) = 2n/3 — 1 paketd.
(vSechno co pfislo minus to, co jsem odeslal)

Vicerozmérna miiZka (zobecnéni predchoziho)
Duasledek 3. Jakdkoli permutace ™ na vieportové plné-duplexni SF k-D mfizce

Mn, ..., n) s dimenzné usporadanym smérovanim potrebuje nejvyse k(n — 1) krokd a
n—3
2imt)-

n—2 je maximalni pocet paketil, které mohou byt kolizni
n—3
2k—1

[ =max(2k —2,n — 2 —

minimalni pocet krokti, béhem kterych je tam mohu nashromazdit

LR

8)

krok 1
" krok 2
~ krok 3
'\ krok 4

" krok £

=
%)
2

A

Jo¥cRagagaaRasagafaRagasa

®
°
®
®

pﬂwhup

n/3-1.2]

Protichiidné pozadavky na pamét’ a na ¢as — pakety P1, P2, P6 a P7 chtéji smérovat rovné, zatimco P4, P4 a
P3 nahoru. Prostfedni smérova¢ miize obslouzit pouze jeden z pakett, tedy feknéme paket P4. Pakety P3 a P5
¢ekaji ve fronté a pritom blokuji P1, P2, P6 a P7. Pokud by prostfedni smérova¢ mél vlastni pamét, do které

by pakety P3 a P5 mohl ulozit, byl by problém vyftesen.
¢

s W05, nn

=B = =

= = = =
nin s mm’

Metody minimalizace pamét’ovych poZadavkii — obecné obtizné, obvykle se uzivaji 3 postupy:

1) randomizace
2) permutacni smérovani na sefazeni paketi
3) permutace s predvypoctem

Randomizace — nejjednodussi postup pro zmenseni maximalni velikosti fronty = pfevedeni permutace s

nejhor$im chovanim na 2 ndhodné permutace




® UvaZujme permutaci 7 na p procesorech.
Algorithm VALIANTRANDOMIZEDPERM (In: permutation 7 : {1,..., pt—A11, ..., p})
forall::=1,..., p do_in_parallel
{ Faze 1: Vygeneruj ndhodny mezilehly uzel ¢(7).
Faze 2: Posli paket z i do ¢(i) pouzitim zdkladniho minimdlniho smérovani.
Faze 3: Posli paket z g(i) do 7(¢) pouzitim zékladniho minimalniho smérovani.}

- neni spolehlivé (mize se stat, ze vice uzll vygeneruje stejnou adresu)
 dikaz netrividlni, zaloZen na teorii pravdépodobnosti

Véta 4. Jakoukoli permutaci v M(n,n) Ize pomoci randomizace realizovat v 2n + o(n)
krocich s 3 = O(logn) frontami s pravdépodobnosti aspori 1 — O(1/n?).

Naznak dakazu:

Algorithm MeSHRANDPERM (In: permutation 7 : {1,..., 2}y —{1,..., n*})
{Faze 0: Rozdél kazdy sloupec do logn segmenti velikosti n/logn.
Faze 1: Posli kazdy paket ndhodnému cili uvnitf jeho segmentu.
Faze 2: Posli kazdy paket uvnitf jeho soucasného radku do jeho spravného sloupce.
Faze 3: Posli kazdy paket uvnitt jeho spravného sloupce do jeho spravného fadku. }

Online permutacni smérovani zaloZené na irazeni

Piedpokladame, ze mdme miizku, kazdy paket ma svoji cilovou adresu. Procesory pracuji s paketem jako s
polozkou, kterd ma kli¢ (adresa cilového uzlu). Podle kli¢e pakety setfadi. Slozitost takového fazeni je:
Tior(M (2, 1)) = 3n + o0(n) Trdime lexikograficky nejprve podle ¢isel sloupcu. Protoze fazeni se provadi
do vertikalniho hada (néasledujici obrazek ukazuje horizontalniho hada), musime kazdy druhy sloupec
pteklopit (obr b). Je vidét, ze v setfidéné miizce nejsou v zadném fadku pakety se stejnym sloupcem. Nyni
tedy kazdy paket smétuje do jiného sloupce. Pakety se v fadcich ptesunou do spravného sloupce (obr c). V
poslednim kroku nastane opét bezkolizni permutace v kazdém ze sloupct (pro¢ bezkolizni vyplyva z

Mrwv

permutace v 1D miiZce — viz zacatek podkapitoly)

1 2 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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Pocatecni konfigurace Setrideni pake‘m Radkove permutace Sloupcove permutace

Véta 5. Permutadni smérovani na véeportové SF M (n,n) s plné-duplexnimi kanaly mize

byt provedeno
v O(Tyori(M(n,n)) + 3n) krocich s 3 =0

kde T.ow(M(n,n)) je paralelni Eas hadovitého sefazeni n® isel na M(n.n). , trva to tedy tOlik, J ako setfidéni
miizky do hada + 3n (pfevraceni sudych radkt v setfidéném hadovi, fadkové permutace, soupcové
permutace). Pamét’ neni potieba.

Offline permutacni smérovdani — Dosud jsme piedpokladali, Ze poc¢ate¢ni konfigurace neni nikde centralné
znama. Celkova permutace v offline znama v§em, nebo alespont nékomu. Vyhodné, kdyz se néjaka permutace
Casto opakuje.

Véta 6. Existuje off-line algoritmus, ktery pro libovolnou permutaci na M (n,n) pfedpoditda smérovani o (3n — 3) krocich a s 3 =0

Diikaz: Algorimus ma také 4 faze (druhé Algorithm OrrLINEMESHPERM (In: permutation 7 : {1,..., n?} —{L,..., n?})

dve shodne s mlnulym pﬁkladem), Faze 1: Ve V sloupcich, predpocitej permutace takové, aby v kazdém fadku M (n,n)
Smérovaci graf je regulalni (kaZdy uzel ma 3 nejuySe 1 paket urceny pro dany sloupec.

. ‘ot I bi ind. Ari i Faze 2: Realizuj tyto permutace ve vech sloupcich paralelné. ( n — 1 krokd )
stejny pocet ran), partitni. Arita uzlu je Faze 3: Paralelné ve V fadkach, zpermutuj pakety do spravnych sloupci. (x n—1 kroki )

40 teoreticky by mélojl't, aby kaéd)} uzel Faze 4: Paralelné ve ¥ sloupcich, zpermutuj pakety do spravnych fadkis. (= n—1 kroki %)



meél 4 hrany o 4 ruznych barvach. Ukolem je, jak nalézt takové barveni:
S8y reprezenz‘ujl' Zdl"OjOVé Sloupce Vv mrizce 1 dokonalé pérovéni & n hran s barvou i ~ n paketl presunutych do radku i

d,..d, reprezentuji cilové sloupce v mrizce . N,
oo TEPTEZEnTL]L CLORE STOUP . 6316 b3 fed- o2
kazdy paket je reprezentovan jednou hranou. Napr. paket ‘d&’ \%{FP&I ; g q,\
L . , b (@3- ; ——-
¢, 3, ktery sméruje do a,2 je reprezentovan hravou = T T b i i i ¢
. e g v r e 3R s - .....
[s;,d,] . Pakety preneseme do odpovidajicich radki ‘ FV : ¢ FFW%HQ
(zelené pakety do zelenych Fadkii). V Zadném fadku T i e S d, ¢ [E-E-EEE ..
ne]SOu 2pakeW se Stejl’l)}m C‘.’l'Slem Sloupce VSIOupCl Pocatecni konfigurace Smerovaci graf Permutace sloupcu
nesmi vzniknout 2 pakety se stejnou barvou. Pokud tedy Q p R .° Q@ 9 a r
v vy , , v , , \L’ N
\:yl:fzszme barveni, mgme sn?erovacz tabulku. Barveni se o o o< o a o—\L o
7esi pokus omyl — viz. Obrazek A’ W AN
. RO .
s D S D S D ¢ o e’ \»o SN 07/ o
e s N,
g d o) o o) e © d o
Obarveni smerovaciho grafu
0 pakety pro radek a pakety pro radek b pakety pro radek ¢ pakety pro radek d

1 .
Hleddme cervené barveni: vyplnime prvni 3 hrany viceméné od oka, ale ¢tvrta hraja jiz nema zadnou
moznost. Rozhodneme se tedy obarvit hranu do d0, coz v§ak nas nuti odstranit hranu smérujici do d0. S1 si
musi hledat nového partnera, vybere si treba d1, coz pripravi o partnera uzel s2, ktery ma ale moznost jit do
d2. Timto je iterace ukoncena. (pozn. Ze hrany, které rusime jsou cervené, hrany, které vytvarime jsou modré.
Po ukonceni hledani odstranime cervené hrany na cesté [SO, DO, S1, D1, S2, D2] a modré prebarvime na
Cervené). Protoze v této cesté je vidy o jednu modrych vic nez cevenych, pribyde nam ve vysledku jedna
hrana.

Hyperkubické topologie
Online permuta¢ni smérovani na siti motylek
Necht N=2" . Permutace = bitové¢ definované operace na n-bitovych fetézcich.
B Otocleni mp : Up—q...Up > Ug. .. Up—1.
B Prohozeni ¢ @ Uy 1. . Uplgy 1 ... U0 — Up—1 ... Uglp_1 ... U, je-lin =2k
Tt DUyl oo W U U1 « o U = Ufq oo WU Up—1 .« . Upe1, je-li n =2k + 1
B Prelozeni (posun) do w, 7 1 i — i XORw pro dany n-bitovy fetézec w.
B Doplnék 7q : wp—y ... up — Up—1...up (= specidlni pfipad prelozeni).
m Cyklicky posun 0 §, 70 :i—i@,0, i€ {l,.... ph.
Nejhorsi permutace pro motylka:
Otoceni a prohozeni
+ spodni mez je rovna priméru sité (log n) ale té nelze dosahnout (jsme fadoveé u odmocniny)
- vytvoii se mosty, pies které chce ptejit mnoho paketl
« pamétové naroky lze eliminovat ,,pravidly slusného chovani“ = pokud je plno, tak sem nelez.

Véta 8. Permutace otoceni m, a prohozeni m ve vseportovém SF nepfimém motylku
indBF,, potrebuje pri minimdlnim on-line smérovani ©(\/N) krokd, kde N = 2".
0

0000 0000 0000 0000
0001 0001 0001 0001
0010 0010 0010 0010
0011 0011 0011 0011
0100 0100 0100 0100
0101 0101 0101 0101
0110 0110 0110 0110
0111 0111 0111 0111
1000 1000 1000 1000
1001 1001 1001 1001
1010 1010 1010 1010
1011 1011 1011 1011

1100
1101
1110
1111

1100 1100
1101 1101
1110 1110
1111 1111

1100
1101
1110
1111

Permutace otodeni (a) a prohozeni (b) pfi minimalnim smérovéni na indBFE.
+ dtkaz, Ze 74dn4 jind permutace nemiZe byt asymtoticky horsi, nez tyto dv¢:



B ¢; = jakakoli hrana na Grovni i

m g, = polet nejkratSich cest jdoucich skrz ¢;

B g, < min(2°,277"71)

m paket mize byt zpozdén ve sloupci i nejvyse g; — 1

ostatnimi pakety

B zpozdéni v nejhordim pripadé je S = X7, (g;

- g*<{ 3v/N/2—n —2 jelin liché
N—n-2 je-li n sudé.
Permutace pro motylka jako stvoiené:
Zhust’ovaci permutace:
0 1 2 3 Véta 11.

0.000) ()

i+1 n

211*17*1
-1

L )

(0,001) (3,001) .
©.010) (3.010)

o011y ( 3.011) @bbbo @bbb1
(0.100) ) (3,100 22200~ @bbbl ©cccl
©.101) @101 aaal g

©.110) () (3,110)

0111 ) @1y

(a) indBFy, m =T1.

(a) (b)

Minimalni smérovani na oBF,, poskytuje uzlové disjunktni cesty pro libovolnou

(000 zhustovaci permutaci.

Dukaz. (indukci pres n)
1

B Z4dné 2 pakety se nemohou srazit na uzlu v sloupci 1, viz jediné dva mozné pfipady na
obr. (a) a (b). (dva za sebou nasledujici pakety zistanou tésné za sebou i na vystupech,
pouze se mlzou posunout a tudiz zménit paritu (hodnotu posledniho bitu)).

B [ndukce: na zadném dalsim stupni nemuze dojit k soupefeni o linku, protoze
pakety se rozdéli na ty se sudym cislem (&ervené) a s lichym &islem (zelené).

Zied’ovaci permutace — pouze otocené zhusténi

Monotonni permutace = slozeni zhustovaci a zfed’'ovaci permutace

Cyklicky posun

Cyklicky posun o & je permutace 70
1

0000 ) 0000
0001 001
0010 010
0011 @ 0011
0100 80100
0101 101
0110 110
0111 111
1000 1000
1001 1001
10101 1010
10111 1011
1100 1100
1101 1101
1110 1110
1111 1111

i1

0.
0000 D 0000
0001 0001
0010 A .‘ 0010
0011 ) —~ 0011
0100 ﬁ"’”‘ 0100
0101 “!\"’N“ @ 0101
0110/ @ ‘-."‘. v ‘Q @ 0110
XXX e b
. M W

1000 ‘ 1000
1001 1001
1010 11010
1011 1011
1100 1100
1101 1101
1110 ® 1110
1111)@= @ 1111

Permutace prelozeni a doplnék|

—w
T

Véta 13. Minimdlni smérovani na oBF,, poskytuje pro permutaci prelozeni
0 <w < N —1, uzlové disjunktni cesty.

Dukaz. Vsechny cesty zacinaji v riiznych vstupnich uzlech. Na kazdém stupni oBF),,
vdechny cesty pouZivaji bud hrany pfimé nebo kFizové. Proto tyto cesty nikdy nesoupefi ¢

Zadnou hranu.

0 | 1 L 2 N 3
000 O ¢ s O 000
o e Y w
010 Oy ><>< R 010
o1 >< > o1l
100 O 100
S e
110 G ,>O<, 110
11 ’>< > O 111

(a)
Bezkolizni smérovani pro permutaci prelozeni 7’ pro w = 011 na oBF;.

Permutace doplnék 7. viechny pakety pouzivaji ve viech stupnich pouze krizové

hrany.

=

|PermutaEni smé&rovani na binarni hyperkrychli

® Vechny algoritmy pro minimalni permutacni smérovani na SF vSeportové nepfimé siti

oBF}, jsou normalni hyperkubické

= mohou byt provddény na kterékoli hyperkubické siti s O(1)

m Libovolné hranové disjunktni permutalni smérovani na SF oBF,,

zpomalenim.

<= permutaéni smérovani s nulovym zahlcenim na WH plné-duplexni vseportové Q,,.

Prelozeni 7 pro w = 011 na WH plIné-duplexni vieportové ()3 pouZivajici e-cube smérovani.




Off-line permutaéni smérovani na Benesové siti

m Benedova sit BN,, = 2 motylkové zady k sobg.

B BN, ma 2n + 1 sloupct uzld a 2n Grovni hran.

Off-line hranové disjunktni permutaéni smérovani

Véta 14. Necht N =21, N ={0,...,] N —1}, a necht 7 : N — N je libovolnd
permutace. Pak v indBN,, 3 mnoZina N hranové disjunktnich cest spojujici vstupni kanal i :
vystupnim kandlem 7 (i) pro vSechna i € N.

. 0
indBN,
m Hierarchicky rekurzivni: BN,, obsahuje horni BNY_, a spodni BN}!_,. =0 0 0
y TP G 1 1
B Prestavitelna (plnd permutacni sit: I — 4
2 = 8 2 2
. . Co o ] - 3—~12 3 3
pro libovolnou permutaci vstupi na vystupy, 3 bezkolizni permutacni smérovani. 4 - 1 4 4
5—+=5 5 5
B 3 2 varianty: pfimd oBN a nepfima indBN 6 —= 9 g) g
emel— I I 0 e ew@ @ O @ O 0 8w 7 7
E?gé Egéé ©010) X (©010) 9 = 6 9 9
o0 o g ._._._._._._. o 10 — 10 10 10
‘ 11— 14 11 11
Too1 wo co@L@ 0 @ @0 0. 8cw 12 -3 12 12
e o0 @101 ] 9 6101 13 - 7 13 13
wooong 8.8 @ 88 @cw | |14 -1l 14 14
10 A 1101 . N
w e ><7\ W am 7 N>< e o 15 —= 15 is l 15
indBN,
(a) indBN,. (b) 0BN3. 3
Konstrukce prvnich Gseki hranové disjunktnich cest v indBN, pro permutaci prohozeni .
Konstrukce (rekurzivni): |Off—|ine uzlové disjunktni permutaéni smérovéni‘ [
1. Tvrzeni plati pro n = 0. Pfedpoklddejme, Ze n > 1 a Ze tvrzeni plati pro n — 1. Véta 15. Uzlové-disjunktni smérovani. Necht N = 2", N = {0,...,] N — 1}, a necht
2. Vezmi jakékoli i € A" a zvolme napf. indBNY_, pro vedeni cesty i — (i) doprava. 7 : N — N je libovolnd permutace. Pak v oBN,, 3 mnozina uzlové-disjunktnich cest,
) ) spojujicich dvojice uzli (0,i) a (2n,w(i)) pro vSechna i € N.
3. Odpovidajici vystupni spfazenou cestu vedme zpateénim smérem pres indBN}_,. BN’
4. Jestlize odpovidajici spfazend vstupni cesta jiz byla rozhodnuta, dokonili jsme 1 cyklus (0.0)=~(6.7) | (0,000 (6,000)
permutace a zaéneme s jakoukoli dosud nezrealizovanou cestou stejné jako v kroku (2). 01—~ ©4) |  ©0n (6,001)
5. Jinak, pokraujeme doprava pres indBN!_, a doleva ptes indBN,' _,, dokud neuzavfeme (02)=~(63) | (0,010 (6,010)
cyklus (tim, Ze se dostaneme do vychoziho vstupniho pFepinace). 03~65| o ot
6. !l Teprve po nastaveni vsech pFepinaévfl v nejlevéjéivm a nejpravéjsim sloupci, ©4) =66 | ©,100 ©100)
zname indukované permutace v indBNY_, a indBN}_, a rekurzivné je vyredime. Illl &
(0.5) = (6.1) (0,101) (6,101)
(0,6) = (6.2) (0,110) (6,110)
0,7)—~(6,0) | (0,111 (6,111)
Off-line optimalni smérovani pro libovolnou permutaci na oBF), Dikaz
1 prichod skrz oBN, = 1 prichod tam a I prichod zpét o oBF, nebo wBF, Faze 1: Predpocitej permutace uvnit¥ horizontalnich kruznic: Hallova véta o parovani
o " " aplikovana na n-reguldrni smérovaci bipartitni graf s [S| = |D| = 2" vrcholy ~ &isla

Véta 16. Necht N =n2" a N ={0,...,] N — 1}. Uvazujme vseportovou plné-duplexni
pfimou sit wBF,, s nejvyse 1 paketem na 1 uzel. Pak pro libovolnou permutaci m: N — N
3 off-line deterministické permutacni smérovani na wBF,, v nejvyse 3n krocich a s
8 =0(1).
Dukaz. (konstrukéni) analogie off-line permutaéniho smérovani na 2-D mfizkich: oBF,, ~
M(2") x T(n) s 2" horizontalnimi kruznicemi o n uzlech a n vertikalnimi sloupci o 2" uzlech.
>

M

N
"M
//<\‘

(a) Faze 2. (b) Faze 3, dopfedna vina.  (c) Féze 3, zpétnd vina. (d) Faze 4.

zdrojovych a cilovych kruznic == n dokonalych pérovani i, kde i € {1 n}=mn
mnozin pakett, kterda budou srovnany do jednotlivych sloupcti i v wBF), tak, aby

adresy v8ech cilovych kruznic paketl v ramci 1 sloupce byly odliné.

Faze 2: Paralelné ve VV horizontélnich kruZznicich , proved tyto permutace (n/2 kroki).
V kazdém sloupci 3 nejvyse 1 paket uréeny pro libovolnou horizontalni kruznici.

Faze 3: Paralelné ve V virtudlnich sloupcich, permutuj pakety do spravnych horiz. kruznic.
Protoze ve sloupcich wBF), neexistuji vertikdlni hrany = off-line uzlové& disjunktni
permutalni smérovani na BeneSové siti.

1. PFedpoditej off-line uzlové disjunktni cesty pro permutaci kazdého sloupce zvl4st.
2. wBF,, = uzlové symetricky = spust permuta¢ni smérovani ve vech sloupcich
soucasné jako n za sebou jdoucich synchronnich vin tam a pak zpét (n kroku).

Pocet komunika&nich krokd je 2n. Po Fazi 3: V pakety jsou v cilovych kruznicich.

Faze 4: Paralelné ve VV kruznicich, zpermutuj pakety do spravnych sloupcti (n/2 kroki).

Off-line simulace libovolné topologie na oBI-',,,|

Véta 17. Necht N = n2". Necht G je libovolnd N-uzlova vieportova plné-duplexni SF
propojovaci sit' s maximalnim stupném uzlu d. Pak pfima vieportova plné-duplexni SF sit
wBF,, mizZe simulovat G se zpomalenim O(dlog N), je-li dovolen predvypocet.

s, Q d
IO 2 , /3 1
s2 /) d,
S Q/ d,
4 3 S4 C/ d4

1 kom. krok na G Jeho smerovaci graf

1 2 1 2 1

Qe O O O

4 3 4 3 40 3

Dukaz
B Protoze topologie ¢ je libovolna, mlzeme pouzit libovolné 1-1 zobrazeni V(&) na
V(wBF},).

B Protoze stupefi uzli G je omezen konstantou d, kazdy uzel v GG maze poslat nejvyse d
paket( a obdrzet nejvyse d paket v 1 komunikaénim kroku.

Jeden globdlni krok komunikace mezi sousednimi uzly v G
budeme simulovat pomoci
d permutacénich smérovani na wBF,.

B Tato simulace je tudiz serializaci: 1 globalni krok je serializovdn do nejvySe d permutaci.

B Permutace nejsou nutné (plné, protoze GG neni nutné d-reguldrni a véechny uzly
nepouzivaji nutné viechny své kanaly v kazdém komunikaénim kroku.

Jeho rozklad do castecnych permutaci




Dasledky Iz
Dasledek 18. N-uzlovy vieportovy plné-duplexni wBFE,, miZe simulovat N-uzlovou
hyperkrychli se zpomalenim O(log> N), je-Ii dovolen predvypocet.
Dukaz. Plyne z predchozi lemmatu, kde G je hyperkrychle velikosti N. &

Co je jesté dulezit&jsi, z Véty 17 plyne, ze hyperkrychle sama je schopna optimélné
simulovat jakoukoli topologii s omezenym stupném uzlu.

Dusledek 19. Je-li dovolen predvypoéet, pak libovolnou (N log N)-uzlovou sit G s
omezenym stupném uzlu Ize simulovat na N-uzlové hyperkrychli se zpomalenim O(dlog N),
kde d je maximalni stuperi uzlu G.

Dakaz. wBF), s horizontalnimi kruZnicemi zredukovanymi na uzly = Q,,. Tudiz,

m kazdy uzel @,, simuluje vypocet n uzll wBFE),
a 1 uzel wBF,, simuluje vypocet 1 uzlu G
= vypocletni zpomaleni je O(n) = O(log N).

m 1 hyperkubickd hrana miize simulovat O(1) hran wBF},
a wBF), simuluje komunikaci v G se zpomalenim O(dlog N)
= zpomaleni komunikace je O(dlog N). &

Komunikaéni operace

Typy smérovacich uloh
1) one to one
- single pair — pouze jeden uzel posild druhému
«  permutacni — kazdy posila 1 zpravu a kazdy 1 dostane
+ vicenasobné — kazdy posild max.1 zpravu a kazdy max.1 dostane
- multicasting — permutacni smérovani pouze na skupiné uzl
2) kolektivni
« one to all broadcast (OAB) - jedenposila stejnou zpravu vSem ostatnim
« one to all scatter (OAS) - jeden posila v§em, kazdému jinou zpravu
« all to one gather (AOQG) - vSichni posilaji zpravu jednomu
« all to all broadcast (AAB) - vSichni vS§em, kazdy uzel déla OAB
« all to all scatter gather (AAS)- vSichni v§em, kazdy déla OAS
3) synchronizaéni
4) globalni
+ redukce — spole¢né vyprodukuji jednu hodnotu
+ scan — spolecné vyprodukuji pole hodnot

Komunikacéni modely

« simplex komunikace pouze jednim smérem

+  poloduplex pfepinani mezi komunikaci v jednom a druhém sméru
+  plny duplex komunikace v obou smérech zaroven

+ 1l-portovy model procesor v jednou okamziku komunikuje s jedinym sousedem
« vSeportovy model procesor komunikuje se vSemi sousedy zaroven

+  k-portovy procesor komunikuje s k sousedy zaroven

+  kombinujici procesor slozi prochazejici zpravy do jediné a tu odesle

- nekombinujici  neni kombinujici

[opravdu nema smysl jinak suplovat tuhle prednadsku... takZe doporucuju prolitnout slajdy, ktery prikladam)
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